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APPLICATIONS LINEAIRES

‘ » Si vous trouvez quelques ” coquilles” dans ces feuilles merci de me les signaler (jean-francois.cossutta@wanadoo.fr). ‘

E Mentionne des résultats particulierement utiles dans la pratique des applications linéaires, souvent oubliés...
% Mentionne des erreurs a ne pas faire ou des hypotheses importantes ou des mises en garde.
Mentionne des résultats qu’il serait bon de savoir démontrer.

Dans ce qui suit K est le corps des réels ou des complexes, FE et E’ (et méme E”) sont des K-espaces vectoriels.

I GENERALITES

» 1. Définition et vocabulaire

Déf. 1 | Une application f de E dans E’ est linéaire si
Y(u,v) € E?, f(u+v) = f(u)+ f(v) et VAEK, Yu € E, f(hu) = \f(u).

On note L(E, E’) I'ensemble des applications linéaires de E dans E’ et L(F) 'ensemble des applications

linéaires de E dans E.

Déf. 2 | Une application linéaire de E' dans E s’appelle un endomorphisme de E.
Une application linéaire de F dans K s’appelle une forme linéaire sur E.

Une application linéaire bijective de E sur E’ s’appelle un isomorphisme de E sur E’.

Une application linéaire bijective de F sur E s’appelle un automorphisme de E.

» 2. Conséquences de la définition

Prop. 1 | Soit f une application linéaire de E dans E’.
1. f(0g) = 0g.
2. Pour tout u dans E, f(—u) = —f(u).

3. [P| WneN V(Ao A) €K™, Y(up,ug, ... up) € ", f( > )\kuk> = 3 N flu) |
k=1 k=1

» 3. Caractérisation

Th. 1 Une application f de E dans E’ est lindaire si et seulement si :

Y(u,v) € E*, VA€ K, fQOu+v) = Af(u) + f(v).

4. L’identité

Th. 2 et déf. 3 | L’application de F dans E qui a tout élément v de F associe u est un automorphisme de F.

On la note Idg et on 'appelle ’application identique de F ou l’identité de E.
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II OPERATIONS SUR LES APPLICATIONS LINEAIRES

» 1. Somme, multiplication externe et composition

Th.

Th.

3

4

Soit a un élément de K. Soient f et g deux applications linéaires de E dans E’.

On pose Vu € E, (f +g)(u) = f(u) + g(u) et (o f)(u) = a f(u).

f + g et a f sont des applications linéaires de E dans E’.

(L(E,E"),+,-) est un espace vectoriel sur K de dimension ‘ dim E x dim E’ ‘

(L(E),+,-) est un espace vectoriel sur K de dimension (dim E)?2.

Cela va sans dire que nous noterons Oz g, gy le vecteur nul de L(E, E'). Yu € E, Oz g py(u) = 0p.

De méme nous noterons Oz gy le vecteur nul de L(E). Yu € E, Ozg)(u) = 0p.

Prop. 2 ‘ Soit A un élément de K. A Idg est un endomorphisme de F. ‘

Déf. 4 ’ Soit A un élément de K. A Idg est I’homothétie vectorielle de rapport A de E.

Th.

5

La composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

Plus précisément si f est une application linéaire de E dans E’ et g est une application linéaire de E’ dans
E" alors g o f est une application linéaire de F dans E”.

» 2. Puissances d’'un endomorphisme

Th. 6 et déf. 5| Soit f un endomorphisme de F.

On considere la suite (f*)pen définie par la récurrence suivante :

f0=1dg et Vk €N, fh+l = fho f.

Pour tout k dans N, f* est un endomorphisme de E, appelé puissance k®™¢ de f.

» 3. Propriétés et formules usuelles

Prop. 3| 1. a est un élément de K, f est dans L(E', E”) et g dans L(E, E’).

Cor.

a(fog)=(af)og=folag).

2. f est un élément de L(E, E’), g et h deux éléments de L(E', E”). « et § sont deux éléments de K.

(g+h)of=gof+hof et |(ag+Bhjof=agof+Bhof]

3. f est un élément de L(E’, E"), g et h deux éléments de L(E, E’).

fo(g+h)=fog+foh et ‘fo(ag—kﬁh):afog—f—ﬂth‘.

@ (f1, f2,---, fp) est une famille d’applications linéaires de E dans E’ et (g1,92,.-.,¢,) une famille
d’applications linéaires de E' dans E”. (a1, aa,...,ap) et (81,52, .., Bp) sont des familles d’éléments de
K.

n

(iaigz) ° (zpzﬁj fj) = Zzp:aiﬁjgiofj,
i=1 =1

i=1 j=1




Prop. 4

Soit f un endomorphisme de E. Soient r et s deux éléments de N.

‘ fr ° fs fs o fr frJrs et ‘ (fr)s — (fs)r — frs
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Prop. 5

f et g sont deux endomorphismes de ’ qui commutent (fog=go f) ‘

VkeN, (fog)h=fFog”|

Pour démontrer cela on peut faire deux récurrences.

puissances de f.

La premiere consiste a montrer que g commute avec les

Prop. 6

f et g sont deux endomorphismes de E ‘ qui commutent ‘ n est dans N.

n

D

k=0

(f+9)" = (Z) fFoghh=>"Ck ffogt
k=0 k=0

n _ - e
(k>f" Fogt=3 Cn ot |
k=0

Prop. 7

» 4. Poly

Prop. 8

f et g sont deux endomorphismes de F ’ qui commutent ‘ n est dans N*.

fregt=(f=g)o (ff’fog"—l—’f) =(f-g)o(
k=0

n—1

an—k—l ng) ]

k=0

n—1 n—1

k=0

=g = (kz_of"'og"lk)O(f—g)= (Zf"’k’logk) o(f—g)|

nomes d’endomorphismes

I
f est un endomorphisme de E et P = Z ai X* est un polynome de
k=0
T
Z ay, f* est un endomorphisme de E que 'on note P(f).
k=0

K[X].

Th. 7

f est un endomorphisme de E, P et @ sont deux éléments de K[X] et a est un élément de K.

[P+ =P +QN]| [(@P)(H)=aP()] [(PQ) =P(})oQf) = Q) P(f) ]

@ On retiendra que P(f) et Q(f) commutent.

‘ % On évitera d’écrire que (PQ)(f) = P(f) Q(f)

QU P(f).|

Cor. ‘ f est un endomorphisme de E. {P(f); P € K[X]} est un sous-espace vectoriel de L(FE) stable par o.

Prop. 9

A est un élément de K et P est le polynéme constant égal a .

Si f est un endomorphisme de E, P(f) = Aldg.

% Dans le résultat précédent on évitra d’écrire P(f) = A. ‘
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» 5. Polynémes annulateurs d’un endomorphisme

Déf. 6 | Soit f un endomorphisme de E.
On appelle polynéme annulateur de f tout élément P de K[X] tel que P(f) = 0z (g).
Prop. 10 | f est un endomorphisme de FE.

1. L’ensemble des polyndémes annulateurs de f est un sous-espace vectoriel de L(E).

2. Si P est un polynéme annulateur de f et @ un élément quelconque de K[X], PQ est encore un

polynéme annulateur f.

Prop. 11 ‘ Pour tout élément A de K, X — X est un polynéome annulateur de I’homothétie vectorielle A Idg. ‘

‘ Deuxiéme année ‘

Th. 8

Tout endomorphisme d’un espace vectoriel | de dimension finie | posséde un polynéme annulateur

non nul |.

III NOYAU ET IMAGE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

» 1. Image d’un sous-espace vectoriel. Image d’une application linéaire

Th. 9

f est une application linéaire de E dans E’.

L’image par f d’un sous-espace espace vectoriel de E est un sous espace vectoriel de E’.

Prop. 12

Prop. 13

Déf. 7

@ f est une application linéaire de E dans E’. Soit (u1,us,...,up) est une famille d’éléments de E.

f(Vect(uy,uz, ... up)) = Vect (f(u), f(uz), -, flup)) |

f est une application linéaire de E dans E’. F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E.

[F(F+G) = f(F)+ F(G) |

L’image d’une application linéaire f de E dans E’ est f(E). Nous la noterons Im f.

\Imf:{f(x);meE}\ou\lmf:{yeE'|3er, f(x):y}\.

% Ces deux formules sont importantes. On n’hésitera pas a choisir la formule la mieux adaptée pour traiter le
probleme posé. Notons que la premiere est moins lourde que la seconde.

Th. 10

f est une application linéaire de E dans E’.

1. Im f est un sous espace vectoriel de E’.

2. E Si (’U,l,’LLQ,...

,up) est une famille génératrice de E alors (f(ul), flug),..., f(up)) engendre Im f.

3. E Si (61,62,..

., €y) est une base de E:Im f = Vect (f(e1), f(e2), .-, f(en)) |

» 2. Rang d’une application linéaire

Déf. 8 ’ Le rang d’une application linéaire de F dans E’ est la dimension de I'image de f. On le note rg(f). ‘
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Prop. 14| Soit f une application linéaire de E dans E’.

rg f < Min(dim F, dim E") ‘

3. Image réciproque d’un sous-espace vectoriel. Noyau d’une application linéaire

Prop. 15 | f est une application linéaire de E dans E’.

L’image réciproque par f d’un sous-espace vectoriel de E’ est un sous-espace vectoriel de E.

Déf. 9 | f est une application linéaire de FE dans E’.
L’ensemble des vecteurs de E qui ont pour image O/ par f est le noyau de f. On le note Ker f.

Ker f = {u € E| f(u) = 0p'} = ' ({0p'}).

Th. 11 ‘ Si f est une application linéaire de F dans E’, Ker f est un sous-espace vectoriel de E. ‘

4. Caractérisation des applications linéaires injectives (resp. surjectives)

Th. 12 | f est une application linéaire de E dans E’.
1. f est injective si et seulement si: Ker f = {0g}.

2. f est surjective si et seulement si:Im f = E'.

5. Sous-espace stable par un endomorphisme

Déf. 10 | F est un sous-espace vectoriel F et f un endomorphisme de F.

F est stable par f si f(F') C F, c’est a diresi Vo € F, f(z) € F.

‘ IV APPLICATIONS LINEAIRES BIJECTIVES. ISOMORPHISMES \

1. Réciproque d’une application linéaire bijective

Th. 13 | Soit f un isomorphisme de E sur E’.

f~! est un isomorphisme de E’ et sur E et | (f~1)7! = f|.

Th. 14 | Soit f un isomorphisme de E sur E’ et g un isomorphisme de E’ sur E”.

1. g o f est un isomorphisme de F sur E”.

2. [ (go ) = "og"|

Prop. 16 | Soit f un automorphisme de E.

Pour tout élément k de N, f* est un automorphisme de E et | (f*)~! = (f~H* |

Soit f un automorphisme de E. Ce qui précede permet d’envisager la définition des puissances négatives de f

en posant:|Vk € Z— N, fF = (f~1)=F = (f%)"1|

Sir et s sont dans Z on a encore :

‘ fr o fs — fs ° fr — frJrs ’ (fr)s — (fs)r — frs
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» 2. Ensemble des automorphismes de E

Déf. 11 | On note GLg(E) ou GL(E) 'ensemble des automorphismes de E.

GL(E) est appelé groupe linéaire de E.

Th. 15 | 1. Si f et g sont deux éléments de GL(F) alors go f est un élément de GL(F) et ’ (gof)y t=flogt|

2. Si f est un élément de GL(E) alors f~1 est un élément de GL(E) et | (f~1)"t = f |

Prop. 17 | Soit A un élément de K.

1. A Idg est un automorphisme de E si et seulement si A n’est pas nul.

1
2. Si A n'est pas nul:| (A Idg) ™' = X Idg |

» 3. Caractérisations des applications linéaires bijectives

Th. 16 | f est une application linéaire de E dans E’.

f est bijective si et seulement si:Ker f = {Og} et Im f = E’.

Th. 17 @ Soit f une application linéaire de E dans E’. Les assertions suivantes sont équivalentes.

i) f est bijective.

ii) Il existe une application (linéaire) g de E’ dans E telle que:go f = Idg et fog= Idg.

Th. 18 | f est une application linéaire de E dans E’. On suppose que E n’est pas nul.
Les assertions suivantes sont équivalentes.

i) f est bijective.

ii) Il existe une base de F dont 'image par f est une base de E’.

iii) Toute base de E a pour image par f une base de E’.

‘ % Notons que les implications intérésantes sont i) = i) et i) = 7i1). ‘

» 4. Caractérisations des applications linéaires bijectives en dimension finie

Th. 19 / est une application linéaire de E dans E’. On suppose que ’ dim £ = dim £/ < 40

Les trois assertions suivantes sont équivalentes.

i) f est bijective. il) f est injective. iii) f est surjective.

Cor. 1 f est un endomorphisme de E. ‘ FE est de dimension finie |.

Les trois assertions suivantes sont équivalentes.

i) f est bijective. ii) f est injective. iii) f est surjective.

% Il suffit de dire que 'on est en dimension finie pour appliquer ce dernier résultat car f est un endomorphisme

de E. Ce n’est évidemment pas le cas dans le résultat qui le précede ou I'égalité des dimensions est essentielle.

Cor. 2 f est une application linéaire de E dans E’. On suppose que || dim E = dim E' < 400

Les trois assertions suivantes sont équivalentes.

i) f est bijective. ii) Ker f = {0g}. iii) rg f = dim E = dim E'.
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Cor. 3 f est un endomorphisme de E. ’ FE est de dimension finie |.

Les trois assertions suivantes sont équivalentes.

i) f est bijective. ii) Ker f = {0g}. iii) rg f = dim E.

%% Il suffit de dire que I'on est en dimension finie pour appliquer ce dernier résultat car f est un endomorphisme
de E. Ce n’est évidemment pas le cas dans le résultat qui le précede ou 'égalité des dimensions est essentielle.

Th. 20 f est une application linéaire de E dans E’. On suppose que ’ dim F = dim E' < 4+o00

Les trois assertions suivantes sont équivalentes.
i) f est bijective.
ii) 1l existe une application (linéaire) g; de E' dans FE telle que: g1 o f = Idg.

iii) Il existe une application (linéaire) go de E’ dans E telle que: f o go = Idp/.

’ % Notons que si 'on a ii) (resp. iii)) f est bijective et f=* = g; (resp. f~! = g2)). ‘

’ % Notons que que ce résultat est grossierement faux sans ’hypothese dim E = dim F/ < +o0.

Cor. f est un endomorphisme de E. ’ FE est de dimension finie ‘

Les trois assertions suivantes sont équivalentes.
i) f est bijective.

ii) Il existe une application (linéaire) g1 de E dans E telle que: gy o f = Idp.

iii) Il existe une application (linéaire) go de E dans E telle que: f o go = IdE.

’ % Notons que si 'on a ii) (resp. iii)) f est bijective et f=1 = g; (vesp. f~! = go)). ‘

’ % Notons que que ce résultat est grossiérement faux sans I’hypothese dim E < +oo. ‘

» 5. Espaces vectoriels isomorphes

Déf. 12 | Deux espaces vectoriels sont isomorphes s’il existe un isomorphisme (d’espace vectoriel) de I'un vers
I'autre.

Th. 21 @ Deux espaces vectoriels isomorphes ont méme dimension.

Th. 22 ’ Deux espaces vectoriels qui ont méme dimension sont isomorphes.

Prop. 18 E Un K-espace vectoriel est de dimension n si et seulement si il est isomorphe a K™.

» 6. Polynome annulateur et inversion

Prop. 19 E] Polynéme annulateur et inversibilité.

T
f est un endomorphisme de E et P = Y ax X* est un polynome annulateur de f.
k=0

Ainsi P(f) = 3 ap f* = Ocm)-
k=0

Si P(0) = ag n’est pas nul, f est un automorphisme de E et f~' = — Z <Zz> et
k=1
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V THEOREME DU RANG

Th. 23 Soit f une application linéaire de F dans E’.
Tout supplémentaire de Ker f est isomorphe a Im f.
Th. 24 | Soit f une application linéaire de E dans E’.
‘ dimKer f + dimIm f = dim E ‘ ou ‘ dimKer f 4+ rg(f) =dim E ‘
VI DETERMINATION D’UNE APPLICATION LINEAIRE
Th. 25 | On suppose F non nul. Une application linéaire de F dans E’ est entierement déterminée par la donnée

des images des vecteurs d’une base de E.

Plus précisément si (e, eq, ..., e,) est une base de E et (v, va,...,v,) une famille quelconque d’éléments
de E', il existe une application linéaire f de E dans E’ et une seule telle que:

Vi e [1,n], f(e;) = v;.

Prop. 20 @ On suppose E non nulle. Deux applications linéaires de E dans E’ sont égales si et seulement si

elles coincident sur une base de FE.

| VII PROJECTIONS ET PROJECTEURS |

» 1. Définition

Déf. 13

» 2. Propriétés

Th. 26

Prop. 21 | F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F. p est la projection sur F parallelement

F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. La projection sur F parallelement a
G est lapplication p de E dans E qui a tout élément w de E s’écrivant (de maniére unique) w = u + v
avec v dans F' et v dans G, associe le vecteur w.

On parle encore de projection de base F' et de direction G.

F et GG sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. p est la projection sur F' parallelement a

G.
1. p est un endomorphisme de E.
2. Imp=F et Kerp=G.
3. F={u € E| p(u) =u} =Ker(p — Idg).
4

.pop=np.

5. X2 — X est un polynéme annulateur de p.

a G et g la projection sur G parallelement a F'.

ptq=1Idg| et \poq:qw:%(m :
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» 3. Caractérisation

Th. 27

Soit p une application de F dans E.

‘ p est une projection si et seulement si p est linéaire et pop = p.

Déf. 14

‘ On appelle projecteur de E tout endomorphisme p de FE tel que pop = p.

Th. 28

1. Une projection est un projecteur.

2. El Réciproquement si p est un projecteur de E, p est la projection sur Imp = Ker(p — Idg) par-
allelement a Ker p.

Th. 29 et déf. 15| F et GG sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Les projecteurs de E associés aux deux sous-espaces vectoriels supplémentaires F
et G sont la projection p sur F' parallelement & G et la projection ¢ sur G parallelement a F'.

Rappelons que:| p+ ¢ = Idg et‘poq:qop:OE(E) .

Résultat donné uniquement pour faire plaisir au programme. ‘

VIII SYMETRIES

% Sije ne m’abuse le programme 2013 de premiere année ne mentionne pas la notion de symétrie vectorielle. Et

pourtant dans le programme de seconde année on parle de symétrie au niveau du I 2- b)...

» 1. Définition

Déf. 16

F et G sont deux sous-espaces supplémentaires de F. La symétrie par rapport a F parallelement a
G est application s de E dans E qui a tout élément w de F sécrivant (de maniére unique) w = u + v

avec u dans F' et v dans G, associe le vecteur u — v.

On parle encore de symétrie de base F' et de direction G.

» 2. Propriétés

Th. 30

» 3. Car
Th. 31

F et G sont deux sous-espaces supplémentaires de E. s est la symétrie sur F' parallelement a G.
1. s est un automorphisme involutif de F ; autrement dit s est une application linéaire bijective de F

dans E telle que sos =Idg.
2. sl =s.
3. F={u€ E| s(u) =u} =Ker(s—Idg) et G ={u € E| s(u) = —u} = Ker(s + Idg).
4. X? — 1 est un polynéme annulateur de s.
5. s =2p—Idg ou p est la projection sur F' parallelement a G.

actérisation

1. Toute symétrie s de E est un endomorphisme de E vérifiant so s = Idg.

2. Réciproquement si s est un ‘ endomorphisme ‘ de E tel que so s = Idg alors s est la symétrie par

rapport a Ker(s — Idg) parallelement a Ker(s + Idg).
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[ IX SAVOIR FAIRE |

Montrer qu’une application est linéaire.

Montrer qu’une application est un endomorphisme.

Utiliser les propriétés des opérations sur les applications linéaires.

Travailler sur des polynomes d’endomorphismes.

Trouver I'image d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire.
Définir analytiquement une application linéaire.

Trouver le noyau et 'image d’une application linéaire.

Trouver le rang d’une application linéaire.

Montrer qu’une application linéaire est injective, surjective, bijective.
Déterminer la réciproque d’une application linéaire bijective.

Montrer que deux espaces vectoriels sont isomorphes.

Construire un isomorphisme pour trouver la dimension d’un espace vectoriel.
Montrer qu’une application linéaire est une projection (resp. symétrie) et trouver ses éléments.

Définir analytiquement une projection ou une symétrie.




JF.C. AL.p. 13

X COMPLEMENTS

» 1. L’application linéaire nulle

Prop. 22

Prop. 23

@ f est une application (linéaire) de E dans F’.

f n’est pas 'application linéaire nulle si et seulement si’ il existe un élément |z dans E tel que f(z) # Opr.

f est une application linéaire de E dans E’.

f est Papplication linéaire nulle si et seulement si Im f = {0g/}.

f est lapplication linéaire nulle si et seulement si Ker f = E.

» 2. Composée

Prop. 24

Prop. 25

Prop. 26

» 3. Encore une caractérisation des applications linéaires injectives (resp. surjectives)

Prop. 27

Prop. 28

f est une application linéaire de E dans E’ et g une application linéaire de E’ dans E”.

rg(go f) < Min(rg f,rg g).

@ f est une application linéaire de E dans E’ et g une application linéaire de E’ dans E”.

‘KerfCKer(gof) ‘et’lm(gof) Clmg ‘

@ f est une application linéaire de E dans E’ et g une application linéaire de E’ dans E”.

‘ go f =0z g équivaut & Im f C Kerg ‘

Soit f une application linéaire de E dans E’.

Si f est injective, f transforme tout sous-espace vectoriel de E en un sous-espace vectoriel de E' de méme
dimension (et réciproquement...).

Si f est injective, f transforme toute famille libre de E en une famille libre de E’ (et réciproquement...).

Soit f une application linéaire de E dans E’.
Les assertions suivantes sont équivalentes.
i) f est surjective.
ii) Il existe une famille génératrice de E dont I'image par f est une famille génératrice de E'.

iii) Toute famille génératrice de F a pour image par f une famille génératrice de E'.

» 4. Homothéties vectorielles again

Déf. 17

Une application (linéaire) h de E dans E est une homothétie vectorielle de E s’il existe un élément A
de K tel que h = X Idg.

Prop. 29

Prop. 30

‘ L’ensemble des homothéties vectorielles de E est un sous-espace vectoriel de £(F) de dimension 1. ‘

‘ Si E est de dimension 1, les applications linéaires de F dans E sont les homothéties vectorielles de E. ‘
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Prop. 31 | Soit f une application linéaire de ' dans E. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) f est une homothétie vectorielle.
ii) f laisse stable toutes les droites vectorielles de E.

iii) Pour tout élément u de E, la famille (u, f(u)) est liée.

Prop. 32 | L’ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec tous les endomorphismes de E est ’ensemble
des homothéties vectorielles de E.

Autrement dit le centre de L(E) est ’ensemble des homothéties vectorielles de E

Prop. 33 | L’ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec tous les automorphismes de F est ’ensemble
des homothéties vectorielles de E.

Autrement dit le centre de GL(E) est I'ensemble des homothéties vectorielles de E

» 5. Forme linéaire non nulle et hyperplan

Prop. 34 | f est une forme linéaire sur E (autrement dit une application linéaire de E dans K.

Si f n’est pas la forme linéaire nulle alors Im f = K,

Ker f est un hyperplan et rg f =1 ‘

Prop. 35 | Soit H un sous-espace vectoriel de E.

H est un hyperplan de FE si et seulement si H est le noyau d’une forme linéaire non nulle de F.

Prop. 36 | f et g sont deux formes linéaires non nulles sur E.

(f,g) est une famille liée de L(E,K) si et seulement si Ker f = Kerg.

» 6. Détermination d’une application linéaire again

Th. 32 | F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Une application linéaire de F dans E’ est

entierement déterminée par sa donnée sur F' et sur G.

Plus précisément si f est une application linéaire de F' dans E’ et g est une application linéaire de G dans
E’, il existe une application linéaire h de E dans E’ et une seule telle que:

Ve € F, h(z) = f(z) et Vred, h(z)=g(z).

Prop. 37 @ F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
Deux applications linéaires de F dans E’ sont égales si et seulement si elles coincident sur F et G.

Une application linéaire de E dans E’ est nulle si et seulement si elle est nulle sur F' et sur G.

» 7. Endomorphisme nilpotent

Déf. 18 | Soit f un endomorphisme de FE.
1. f est nilpotent s'il existe un élément k de N* tel que f¥ = Oz(E)-

2. Si f est nilpotent, I’indice de nilpotence de f est le plus petit élément p de N* tel que f? = Oz (g).
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Prop. 38| Soit f un endomorphisme nilpotent de E. On suppose la dimension de E non nulle et on note p l'indice

Prop. 39 | Soient f et g deux endomorphismes nilpotents de FE ’ qui commutent ‘

Prop. 40 | Soit f un endomorphisme nilpotent de E et r un élément de N* tel que f" = Oz (g).

de nilpotence de f.
1. Vk € [[O,p— 1]], fk 75 Oﬁ(E) et Vk € [[p, +OO[[, fk = Oﬁ(E)
2. XP? est un polynome annulateur non nul de f (c’est méme son polynéme minimal...).

3. Si a est un élément de E tel que fP~(a) # O, (a, fla),..., fpfl(a)) est une famille libre de
E.

4. (Idg, f,..., fP~1) est une famille libre de £(FE).

f+get fogsont des endomorphismes nilpotents de E.

Idg —f est un automorphisme de E et (Idg —f)~ Z rE.

» 8. Polynéme d’endomorphisme et stabilité

Prop. 41 \El Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par un endomorphisme f de E.

Prop. 42 El f est un endomorphisme de E. Soient P et @ deux éléments de K[X].

Pour tout polynéme @ de K[X], F' est encore stable par "endomorphisme Q(f).

Ker P(f) et Im P(f) sont stables par f et par Q(f).

» 9. Polynéme minimal

Th. 33 et déf. 19| f est un endomorphisme de F possédant un polynéme annulateur non nul.

1. Si P est un polynéme annulateur non nul de f de degré minimal, ’ensemble des polyndmes
annulateurs de f est ’ensemble des multiples de P.

2. Il existe un polyndme unitaire S et un seul tel que ’ensemble des polyndémes annulateurs de
f soit 'ensemble des multiples de S. S est le polynéme minimal de f.

» 10. Lemme des noyaux

Th. 34

r est un élément de [2,+oo[. Py, Pa, ..., P, sont r éléments non constants de K[X].

On suppose que si i et j sont deux élément distincts de [1,p], P; et P; n’ont pas de zéro commun. Alors:

| Ker(PiPy -+ P,)(f) = Ker Pi(f) & Ker Py(f) - @ Ker P (f) |

2. r est un élément de [2,4+00[. A1, Az, ..., A, sont r éléments deux & deux distincts de K.

Ker (X = A)(X = Ag) -+ (X = A))(f) = Ker(f — A\ Idg) ® Ker(f — Ao Idg) @ - -- & Ker(f — A, Idg) |

» 11. Noyaux et images itérés



Prop. 43
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FE est de dimension finie non nulle n et f est un endomorphisme de F.

1. La suite (Ker f*),>0 est croissante au sens de linclusion et la suite (Im f*);>0 est décroissante
(toujours au sens de l'inclusion).

2. S ={k € N| Np11 = Ny} est une partie non vide de N qui posseéde un plus petit élément p. p < n.
3. (Kerf*)o<k<p est strictement croissante et la suite (Ker f*);>, est constante.
(Im f*)o<r<p est strictement décroissante et la suite (Im f*);>, est constante.

4. E = Ker fP @ Im fP.
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XI DES ERREURS A NE PAS FAIRE

’ % [ est une application de E dans E donc f est un endomorphisme de E (oubli de la linéarité). ‘

% [ est une application linéaire de F dans E’. Ecrire Ker f=0g.

’ % f est une application linéaire donc f(z) = 0 donne = = 0. ‘

% f et g sont deux endomorphismes de FE.

o Ecrire fg ala place de fog.

e Si P est un élément de K[X] et u un élément de E écrire P(f(u)) (& la place de P(f)(u)).

e Si P et @ sont deux éléments de K[X] écrire (PQ)(f) = P(f) Q(f) (& la place de (PQ)(f) = P(f) o Q(f)).
e Si P =X — a est un élément de K[X] écrire P(f) = f — a (a la place de P(f) = f — a Idg).

e Si P=aX?+bX + cest un élément de K[X] écrire P(f) =a f>+bf +c.

Méme chose lorsque P est un élément quelconque de K[X].

o [ —4f =0 donne f(f* —41dp) = 0zm) ou f(f* —4) = 0z (m).
eSiP= H(X — ay) est un élément de K[X] écrire P(f) = H(f —apldg).
k=1 k=1

e Si P= H(X — ay,) est un élément de K[X] et si u appartient a E écrire P(f)(u) = H (f(w) — axu).
k=1

e u est dans E, p est dans N et o dans K. Eerire des (f — o Idg)?(u) = (f(u) — ou)P.

e pest dans N et o dans K. Ecrire des (f —a Idg)? o f = (f2 — a f)P.

’ % f est une application linéaire injective donc bijective car on est en dimension finie (ok ? 7). ‘

’ * f€L(E) et f injective (resp. f surjective) donne f bijective sans dire que dim E < +oo0. ‘

% Si f et g sont applications linéaires de E dans E’, (f + ¢)(E) = f(E) + g(E).

On a (f +9)(F) C f(F)+ g(F) mais pas nécessairement 1’égalité.

% f, g et hsont trois endomorphismes de E. u est dans E et A dans K.

(f o g)(u) = Au donc en composant pas h on obtient (fogoh)(u) = Ah(u)!!

’ % Utiliser la formule du binéme dans £(E) sans vérifier 'hypothese de commutativité. ‘

* feL(E)et f#0,p doncVuec E, f(u)#0p!! (aulieude Ju e E, f(u) # Op)

* f et g sont deux éléments de L(F).

Ecrire fog = OE(E) et g 3& OL(E) donne f = OL(E) ou ng = OL(E) et f 3& OL(E) donne g = Oﬁ(E).

® est un endomorphisme de L(E). u € E et f € L(E), écrire ®(f(u)) & la place de ®(f)(u).

* f et g sont deux éléments de L(E).

og =1dg (resp. go f =1dg) donne jjective et f~° = g sans dire que dim F < +4o00.
f Id f=1dg) d f Dbijecti ft di dim E




