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LExercice T Produit scalaire canonique de M p(R).

» DBasique, classique et incontournable

E = My ,(R). Y(A,B) € B?, < A, B >=t:(*AB).

Montrer que < .,. > est un produit scalaire sur E.
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EXERC\CE /.
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lﬁxercice J Encore un exemple de produit scalaire usuel.

» Basique, classique et incontournable

+o0
E =R, [X]. On pose ¥(P,0Q) € E2, < P,Q >= / P() Q) et dt.
0

+o00

Q1. Montrer que pour tout élément R de R[X] R(t) e~ dt converge.
0

Q2. Montrer que < .,. > est un produit scalaire sur E.

1. e Soit £ un élément de N.

k + 1 est strictement positif donc k& + 1 appartient au domaine de définition de la fonction I

+o0 +oo
Ainsi / #F+1=1 o=t 4t converge donc lintégrale / t* et dt est convergente.
0 0
+o0
Pour tout élément k de N, 'intégrale / th e~t dt est convergente.
0

-
e Soit R un élément de R[X]. Il existe un élément r de N et un élément (ag, a1, ..., a,) de R™*! tel que R = Z ar X"
k=0
+oo +oo T
Pour tout élément &k de N, / tk e~t dt converge donc / Z ay t* et dt converge comme combinaison linéaire
0 0 o

+co
de r + 1 intégrales convergentes. Ainsi 'intégrale / R(t) et dt est convergente.
0

. +oo
Pour tout élément R de R[X], intégrale R(t) et dt est convergente.
0

+o0
Remarque  On pouvait obtenir Iabsolue convergence, donc la convergence, de / R(t)e~"dt en montrant que
0

1
|R(t) e™| 5.0 <§> par croissance comparée.

£, e Soit (P,Q) un couple d’éléments de R,,[X].
+oo +oo
P @ appartient & R[X] donc / (PQ)(t) e~* dt converge donc / P(t) Q(t) et dt converge. Ainsi < P,Q > existe.
0 0

Ainsi < .,. > est une application de R,[X] x R,[X] dans R.

e Soit A un réel et solent P, (), R trois éléments de R, [X].

+0o0 Foo
<AP+Q,R >:/ (AP +Q)(t) R(t) e—fdtz/ (AP(t) R(t) + Q(t) R(t)) e~ dt.
0 0 .

+oo

+o0 +oo
<AP+Q,R>= / (AP(t)R(t) et + Q(t) Rt) e *) dt = A / P)R@t) e tdt + Q) R(t)e " dt
0 0 0

car toutes les intégrales convergent. Alors < AP+ Q,R>=X <P, R>+ < Q,R >.

YAER, Y(P,Q,R) € (Ru[X])’, <AP+Q,R>=\A <P,R>+<Q,R>. <.,.> est lindaire & gauche.

400

oo .
e Soit (P, Q) un couple d’éléments de R,[X]. < P,Q >= / PH Q) e tdt = Q)P e tdt =< Q,P >.
0 0

V(P Q) € (RH[X])Q, <P Q>=<Q,P > <., > estsymétrique.



+oo
e Soit P un élément de R,[X]. Vt € R, (P(t))ze‘t >0et0< +oo! donec < P,P >= / (P(t))Qe“t dt > 0.
0

VP e R,[X]}, < P,P>>0. <.,.> est positive.

® Soit P un élément de R,[X] tel que < P,P >=0.
+0o0 9
v / (P@#) e tdt=0.
0

Vit (P(t))2 e~ est positive sur [0, +oo].

vi— (P(t))2 e~ est continue sur [0, +ool.

Y0#+o0!
Alors t = (P(t))? e~* est nulle sur [0, +oo[. Comme ¢ — e~ ne s'annule pas sur [0, +oo[ : V£ € [0, +o0], (P(1)* = 0.
Ainsi Vt € [0, +oof, P(t) = 0. P admet alors une infinité de zéros donc P = Op,,x].
VP € Ru[X], <P,P>= P =0p,[x]- <., > est définie.

Les cinqg points précédents permettent de dire que:

L< ., > est un produit scalaire sur R,[X]. ’




ERERCICE -

" Toujours un produit scalaire usuel D’aprés Lyon 2008.

» Basique et bon entrainement

JFC

+o0
On note E I’ensemble des applications u de R dans R telles que / (u(x))2 e~ dz converge.

—0o0

On note F' Vensemble des applications polynémiales de R dans R (que 'on confondra avec R[X]).

Pour tout élément n de N, on note Fj, U'ensemble des applications polynoémiales de R dans R de degré inférieur ou égal
& n (que 'on confondra avec R, [X]).

1
Q1. Montrer que V(a,8) € [0, +co%, af < 3 (Oé2 ‘i’ﬂz)-
“+00

Q2. En déduire que si u et v sont deux éléments de F, I'intégrale / u(z) v(z) e dz converge.
—o0

+o0
On note (.|.) I'application de E? dans R qui, & tout couple (u,v) d’éléments de E associe —\/1: / u(z)v(z) e~ dz.
T Joo 7

Q3. a) Montrer que E est un R-espace vectoriel.
b) Montrer que (.].) est un produit scalaire sur E.
Q4. Montrer que F' est contenu dans FE.

Montrer que < .,. > est un produit scalaire sur F.

1. Soient « et 8 deux réels quelconques! o + 82 —2af = (a— £)? > 0, donc a? + % > 2a 8.

1
En divisant par 2 il vient o8 < 3 (a2 + ,82).

1
Si & et 3 sont deux réels (positifs ou nuls) : a g < 3 (a2 + ﬁQ).

Dans toute la suite w est 'application de R dans R définie par:Vz € R, w(z) = e (c’est dans II...)

2. wu, v et w sont continues sur R donc le produit v v w est continue sur R.
De plus la question précédente donne:
1 1
Vo € R, 0< fu(@)v(@)| = Ju(@)| [o(@)] < 5 (lu@] + o@)?) = 5 (@@)? + ©@)?).

En remarquant que w est positive sur R on obtient :

((u(sc))2 + (v(:v))z) w(z) ou encore :

DO —

Vz € R, 0 < fu(z)v(z) wz)] = |u(@)]lv(z)| w(z) <

Ve € B, 0< Ju(z) o(e) w(@)] < 3 @) w(@) + 5 6(@) u(@) ).
400 oo
De plus / (u(a:))2 w(z)dz et / (v(x))2 w(z) dz convergent car u et v sont des éléments de E.

+oo
Ainsi / (% (u(z))* w(z) + % (v(x))? w(m)) dx converge.

— 00
(%) et les régles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives donnent alors (en deux temps...)
00
la convergence de / Ju(z) v(z) w(z)|dz.

—00



+00
Finalement / u(z) v(x) w(z) dz est absolument convergente donc convergente.
—00

Si u et v sont deux éléments de E, / (zyv(z)e —2* dg converge.

3. a. Notons E' le R-espace vectoriel des applications de R dans R continues sur R et montrons que E est un
sous-espace vectoriel de E'.

e Par définition de E, E est contenu dans E’.

+oo
e Posons Vz € R, 4(x) = 0. § est un élément de E’ et de toute évidence / (9($))2 e~ dz converge.

-0

# est donc un élément de E et ainsi E n’est pas vide.
® Soit A un réel. Soient u et v deux éléments de E. Montrons que Au + v est un élément de F.
Au + v est tout d’abord continue sur R car u et v sont continues sur R.

Observons que (Au +v)2w = A2 v w + 2 uvw + v2w.
+oo

(u(m))Qw(:v)dz,/ (v(:v))Qw(a:) dx et/ u(z) v(z) w(z) dz

— o0 —o0

+oo +-00

De plus les trois intégrales /

—00
convergent d’apres la définition de E et la question précédente.

“+o0 .
Alors par combinaison linéaire / (Aulz) + v(:c))2 w(z) dz converge.

— 00

Ceci achéve de montrer que Au + v appartient a E.

Ceci achéve aussi de montrer que E est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel E'.

LE est un R-espace vectoriel. ]

+00
b. e Notons d’abord que si u et v sont deux éléments de FE, / u(z) v(z) e~ dz converge donc (u|v) est un réel !
—0o0

e Soient A un réel. Soient u, v et ¢ trois éléments de E.

Au+uvlt) = \/_/+OO(/\u+v)( Yt(z)e " dx—\/_/ /\um)t(x) - +v(m)t(m)e‘z2>dm.

+oo +oo 5
Alors (Au+v|t) = / e dz + ——/ e dz = Au|t) + (v|t) car toutes les
intégrales convergent.

VA e R, V(u,v,t) € B3, QAu+vlt) =X(ult)+ (v]t).

+o0 2 “+o0 2
e Y(u,v) € E?, (ulv) = % /_ u(z)v(z)e™ dz = \/L% [ v(z)u(z) g_’” dz = (v]u).

+00 5
e Soit w un élément de E. Vz € R, (u(:c))2 e >0et / (u(w))2 e~ dz converge.

—00
1 oo 2 g2 , .
Alors (ulu) = N / (u(z))” ™ dz est un réel positif ou nul.
Yu € E, (u]u) = 0.

1 [t
e Soit u un élément de E tel que (u|u) = 0. NG / (u(:lc))2 e~ do = 0.



o u?w est continue sur R ;

o u?w est positive ou nulle sur R;

+00
o / (u(z))* w(z)dz = 0;

—o0
o —00 # +oo!
Alors plus de doute, u? w est nulle sur R.

Vz € R, (u(:c))2w(x) =0 et w(z) # 0 donc Yz € R, (u(:c))2 =0ouVr eR, u(z)=0. u=0g.

Yu€e E, (ulu)=0=u=0g.

Les cing points précédents permettent de dire que:

J (.].) est un produit scalaire sur E. J

4. Soit k un élément de N. Montrons que = — z® appartient & E.

+oo
. . 2,2
Tout d’abord  — 2* est continue sur R. Montrons maintenant que / (z*)"e™*" dz converge.
-~ 00
E+1
lim (= (;v ) e = lim | —%5— | = 0 par croissance comparee.
r——+o0 T—-+00 e

o T (mk)ze"”2 est continue sur R;
2 _.2 1
o (zh) e :Hmo(ﬁ);
N2 g2 1
o Ve[l +o0, (a:)e >0et — >0;
T

T dg
o 3 converge.

1

Les reégles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives donnent alors la convergence de
+c0 +oo

2 g2 N2 g2 :
/ (z*)"e™* dz donc la convergence de/ (z*)" e da.
1 0

0
N2 g .
T — (3:’”) e~ ® étant paire sur IR,/

—00

N2 g? e E\2 -z
()" e " dz converge (et Vaut/ (%) e dz).
0

+o0
- 2 . . . N
Ainsi / (CL’k) e dg converge. Ce qui achéve de montrer que z — z* appartient & E.

— 0

Soit alors P un élément de F'. Montrons que P appartient a E.

T
1l existe un élément r de N et r + 1 réels ag, a1, ..., a, tels que Vz € R, P(z) = Z ap ="
k=0

Or pour tout k dans N, z — z* appartient & E ; P est donc combinaison linéaire d’éléments de E. Comme E est un
espace vectoriel, P appartient a I. ‘

F' est contenu dans E.
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| Exercice J Un générateur de produits scalaires. Produits scalaires canoniques.

Q1. B = (e1,€e2,...,¢e,) est une base du R-espace vectoriel E.

n n n
On pose :Vz = Z xrer € B, Yy = Z yper € B, <z,y >= Z Tk Yk-
k=1 k=1 k=1

a) Montrer que < .,. > est un produit scalaire sur E.

b) Montrer que < .,. > est I'unique produit scalaire qui rend la base B = (e, ez, .. ., e,) orthonormée.

Q2. Préciser ce produit scalaire dans les cas suivants.

a) E = R" et B est la base canonique de R”. b)) E = M,, 1(R) et 3 est la base canonique de M, 1(R).

c) E =M, p(R) et B est la base canonique de M, ,(R). d) E = R,[X] et B est la base canonique de E = R,,[X].
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BXERCICE o

JFC
| Exercice 4] Produit scalaire.
E est Pensemble des suites réelles (un)n>0 telles que la série de terme général u2 converge.
Rappel sia et b sont deux réels: (a + b)? < 2a® + 2b*
Q1. Montrer que E est un espace vectoriel réel.
+oo
Q2. Si v = (Un)n>0 €t v = (Un)nzo sont deux éléments de E, on pose : ¢(u,v) = Z Up V-
k=0
Montrer que ¢’est un produit scalaire sur E. On note ||.|| la norme associé.
En plus Q3. A tout élément u = (up)nxo de E, on associe la suite f(u) = (vp)nzo définie par:
vp=0 et VneN v, =un,_1.
a) Montrer que ’on définit ainsi un endomorphisme f de E.
b) Montrer que: VYu € E, ||f(uw)|| = |ju]].
c) Montrer que f n’est pas surjectif. Est-il injectif ?
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m E est Vespace vectoriel des applications continues de {—1, 1] dans R.

t)g(t
On pose ¥(f,g) € F*, < f,g >= / _f_()_g(l dt. Montrer que < .,. > est un produit scalaire sur E.
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EXERCI\cE T

JFC

[Exercice | | S]avec I'indication. QSP HEC 2006 et QSP ESCP 2009.

(e1,€2,...,en) est une famille de vecteurs unitaires de E telle que Vz € E, ||z]|* = Z <z, e >

Q1. Montrer que (e, ez, ...,e,) est une famille orthonormée de E.
Q2. Montrer que (e, €z, ...,en) est une base orthonormée de E.

Attention au départ rien n’indique que n est la dimension de E.
n
Indication : ||z — Z <z e > et =
k=1

Soirle T4ul . d'obud, pu e“ﬂ‘&ae ecu=4.

"CC\‘L: QZ <91,C2>L = le; “Li 2: <e€,e‘>2. Z ('C.,, CQ? o e*'
=t =4

L L ¢ 8 ﬂ*-c
vhe laul- 41, <€,ee> 3.

. & .
dec WZG E‘i,\« ﬂ~‘lts‘ <(€(,€¢% =0 O (e;, Cey=0.

cect adede “h\ﬁwe\m (€4, ¢y, &) % Une gcuut% odhoeonee de E -

i@: Rﬁucuo‘w (C1,fz ,ﬁ)&\w%me «E\mm 2 E: %= QZ«' 1 €€7Ch e

Smh:%t—. Rd\mrq).u. x = L(u €¢) € . ?w«dﬁamﬁ\mw x- Z(!caeell-o
Yoo o= - L(we‘g)egu e\~u Z__&eq)ew_ |

dele-w it et <, w)y ¢ Bulls

N

- - L L &
A AR ES (!,*I('!,eq)fg’:— Z(’!c €e? (!‘et) = fZ<'¢, €y < hell”, <x,wy = el
=

Rtz <o u)- <'i:-<"¢.€¢)t’¢ 2__ ey er Y = Z?%_O!,(’g>(wf v <Cq, e -
‘:\ l....\ 4 M (\: Q '
o (ey,cy .., 0,) ebie gm& ollo.onde doc via,iyeTHwi, <€<.f;7=; .

0 rvLe

Mo uud ZW @><V, ¢4~ Zw,eg) =tett® yurk nen®t

Bone o= ettt g ey ey vUunds (et 2 (il Betheso L Wzo. . Z-<" € > % u z0.

N

Ve€€E, x- Z<n ecd € . (€€, c.) At We {Mm%a&&uémﬁ\mm,dmabudot.

(eq, e, - - €. et v bove uﬂ‘%w do E.
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EXERCICE ¥

Jfe.

[Exercice | [PC| QSP ESCP 2009 et QSP ESCP 2011.

Soit n € [2, +oo[. E un espace vectoriel euclidien de dimension n. (e1,..., en) une famille de n vecteurs unitaires de
L.

On suppose encore que: Vi € [1,n], Vj € [1,n], i #j = lle; —e;|l = 1.

Montrer que (eq, .. ., er) est une base de E.

(es,€q, -y en)ab UM.&MCQ: de coedunedl w Ltgd&\~ e dimaulo. de E . Pour
wohe que il §onie o une bax da & Jﬁu%l\'dztn.bee e all funitle of
e . Soik (ay, ay,. A )€ R ) Que Ze(p_eg Og

0= (Za(eeg e 2_o\¢ e, ey yau bk €Ciu g

Joiti€ Taup, Ve Ei,uﬂ-hﬁ, 3= g, - e Wl = Uee 1%~ 2< vy tlle: W= 8- 2<¢ ey -

bac VREDALT-Li), <eey. 2 Le-41= 7

Mw ©- Z.'le“ef e et Duceey s dov g g-(gzz'../“fg:q,
Ft ‘;(\ -

dac 7_:.@:-&;&-«@‘&&“} ¢ {4nd. Pooe S = E‘oq_.

Mois Z.. S LZ./Q- Za{ . % S-S . (a1)S=06 . Ami Szo

(..‘ l.:.l"

vmww VCE Ty g, Vg:-Zde@-—S o.

€= 1

wd adle do mDhe Lo Ubekd de Ceyey, .. el

Mo (eq, 0, e, ) et e boue de = .




EXERCICE ©

JfcC

[ Exercice J avec 'indiction Une caractérisation des isométries vectorielles.

avec Vindication  f est un endomorphisme de E. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.
D) V(z,y) € E?, < f(2),f(y) >=<=,y) >
i)V € B, [[f ()]l = [l]l.

Indication : Utiliser une tdentité de polarisation.

&,“cowz). Vicee, <{eet, foay = <vey
Yeee,  ufeallziten®, Wgcally 0 & wellyo
Mon Vete, UZcell=thell.
Seypaon cil . Soir (e yl€EC
- 2 2 2
(&mdujp = _L[u {cvt-&-&(q)lll— N(f(wmz.’ ll((lgnl"j: 7;.‘ LI .f('uw)ll-“ {rw ll-l((f(y)ll 1.
Ew feﬁ&.c!,umd' &) duee:
et tears - A T ttent-tty ] @qc e, fy)> = <e y> -
ety fegi>= 5 Libe+gtt J (et J

~ /o
EAatvCice .- gﬁh‘m q@ie«h’m do By C wd Fg}& ). e Qiue fef'@ueuue,

Iudicchion.. WQ%U.‘_,C\.L!D \l&(ﬂkiﬂ)-d&(kl»é(ﬁ)“io




EXERCICE 10

JIFcC

i Exercice | avec l'indication Une caractérisation des endomorphismes antisymétriques.

f est un endomorphisme de E. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.
D) V(z,y) € B%, < f(z),y >=— <=, f(y) >
) Ve € B, < f(z),z >=0.

Indication : < f(z +y),z+y >=...

Seppoaoe () otk e . <(Roerey= - ¢ {tay dec 2<{mpey =0
Ma, < gtw,u>:o-
Qa.”mau ) &oi\'(t,«j)ée“'.

0= < g(u+~“,w3> = <foeufa,;,u3 p= < el o) + <fle)y 249 ¢ {egl er + <(¢¢,W> .
4 - . N -
l’:' O G} ~0 <

Mow- ¢ feet y>1¢ eyl er=o dac  C(feed 4r=- <e ey




EXERCICE !

JFC

[Exercice | ECRICOME 97

» Basique et bon entrainement

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal & deux. F est un espace vectoriel euclidien de dimension n. On
note Idg Papplication identique de E dans lui-méme.

Lorsque z et y sont deux vecteurs de E, le produit scalaire de z par y s’écrit < z,y > et [|z|| représente la norme de z.

Quand u est un vecteur non nul de E, on définit Papplication ¢, de E dans lui-méme par

<zT,Uu >
_—U

Ve e E ¢, =2
e #u(®) < u,u >

-z

Dans Q1, Q2, Q3 et Q4, u est un vecteur non nul de E.

Montrer que ¢, est un endomorphisme involutif de F (¢’est-a-dire un endomorphisme de E tel que ¢, 00, = Idg).
Démontrer que u est un vecteur propre de @, associé 3 une valeur propre que 'on précisera.

Etablir que ¢, conserve le produit scalaire, c’est-a-dire que: V(z1,2) € E?, < pu(@1), pu(@2) >=< 1, 29 >.

En déduire que ¢,, conserve la norme, c’est-a-dire que Vz € E, |j¢,(2)]| = ||z

On désigne par D, la droite vectorielle de base u, et par H, ’ensemble des vecteurs de E orthogonaux a u

(autrement dit, H,, = D, supplémentaire orthogonal de D,,).
a) Montrer que H,, est le sous-espace propre associé & la valeur propre -1 pour .
b) ¢, est-il diagonalisable ?
¢) t étant un réel non nul, comparer les applications g, et yg,.
Etude d’'une réciproque. On suppose que ¥ est un endomorphisme de E tel qu’il existe une droite vectorielle A
de E vérifiant
’ VyeA Yly)=y et VzeAL oY(z)= -z
a) Montrer que 9 est involutif et conserve le produit scalaire.
b) Etablir qu’il existe au moins un vecteur « non nul de A tel que ’on ait : ¢ = .
¢) Soit M = (m; ;) la matrice de 1 dans une base orthonormé (ei, ez,...,e,) de E.

Soit a;; (ol i et j désignent des entiers compris entre 1 et n) le coefficient de la i-iéme ligne et j-ieme colonne de la

matrice tMM.

Montrer que a;; =< (e;), ¥ (e;) >. En déduire que: *MM = I,. ot I,, désigne la matrice unité d’ordre n.
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BAERCICE 18

JFC
[ Exercice | |PC| QSP HEC 2007 et HEC 2012
n appartient & [2, +-oof et B = (e1,e2,. .., €,) est une base orthonormée d’un espace vectoriel euclidien E de dimension

n.

f est un endomorphisme de E tel que: V(z,y) € E?, <,y >=0=< f(z), f(y) >=0.
Q1. Montrer que ¥(i,7) € [1,n]>, ||If(e)|l = ||f(e;)]| (considérer e; + e; et e; — e;).
Q2. En déduire qu’il existe un réel ¢ tel que:V(z,y) € E?, < f(x), f(y) >=c < z,y >.

Q3. Réciproque ?

1) <erey eoeg>s e n g u-1-d=0.
Moo 6= (eivg), {tei-gg)> = (eI {G), {C-{ie;) > =Ll -ﬂg(e e
L \|a(ta)“l=i\§(€~)“, ng(c;m;o, itz o Ras “&(&)H-_ H&(edm.

. me €= UgCe) Wl g, 1S - - NG I®
Soved r- Tk ¢ e}%:Z%;c; doo donedrde B . ryl= Ty, .
sz‘ [0}

(et
<K‘*‘:A‘&»>=(€(fv: ¢, gci&e-p; ¢ Zt gtq;,ﬁg. {i)>- 2;?; iyl e
V{5 )€ T n .ﬂ" ¢d=> <ei e;>=0 dac V) €01, 8% ﬂt._) > (f(?‘),f(e )>=0.
Moy ¢ fau, (1> = Zt‘td el fter> = Z'J-Ul&(e il( c Zu o= € <HgY.

Vou qiceS, Qoo {y)> =C <, y> aec e Ufte Ml feall’s ... < Wfce) I

Suppmons e ek w adoonphine deie b qu'd souke ¢ dawiR
E.oq.u.a: V(u,tj)eez’, ({m,ﬁgaﬂ)—.c {e, 4> &

Mar ¥rgeet, <o, yyso 3 <fooy fiyry: cs 050 !

le L frogue wbwaie.

Brecie . Modie que ol fetue cqiichia de s dam & ol fas @
chow &e& Gndage .



EXERCICE 13
EXeR IeC

@Xercice | Un peu de pratique.

» Bon entrainement pour les débutants en algébre bilinéaire.

Ql. E = M4 1(R) est muni du produit scalaire canonique.
z

Trouver 'orthogonal du sous-espace vectoriel F = { (z) EMy1R)lz+2y—z=0etz—y+2z+t= 0}.

t
Q2. On considere les sous-espaces vectoriels F' = {P € R3[X]| | P(1) = 0}, G = {P € R3[X}| P(1) = P(—1) =0} et
H={PeR3[X]| P'"=0g} de E=R3[X]

a) Trouver Porthogonal de F' (resp. de G) lorsque E = R3[X] est muni du produit scalaire canonique.

b) Trouver V'orthogonal de H lorsque E = R3[X] est muni du produit scalaire défini par :

Y(P,Q) € E, < P,Q >= o P(t)Q(t) et dt.
0

ot X< Neng (). kel 47
X;(é)eﬂ«,,. IR}, @161—21*“-5:-11-3~1~la:-2!-a.

x ° " ' )
F- i (x;*ué_};(v,tjlﬂﬁj . (t( })w( i)i“‘r%“'“lj = Vet (3)'(§))
< |-
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X€Fie <)\,iz>>=u @%Xfl-lﬁ:b - }'2:-3*2(- .
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P f(_‘fgfﬁ € e} {3(.}'>+e(f>; QtIERY | T Ve (‘z‘\)(é\)
5 3

0 0 4

t
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e PEF e 3G ER, (4, P- (111 o Flak, o) €107, P=(x-uaxtehkec).
Pefe J@halen’, Pc(ra)4b(atis +a(xilX
P Fs Vedr (K-1, K=K, A%at ).

Soct Pz aAdrhxtrcad.

PEFLem <(RA-1=<t xtarzd ?, Fgxtpan
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rL - daxdvaxiva X+ d SGEIRY -

Floted(Arxtixi4). el e woded My u‘.;de ,
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BKEREICE 14

v FC

@Xercice 4] Orthogonal de la somme de deux sous-espaces.

F et (G sont deux sous-espaces d’un espace préhilbertien F.
Q1. Montrer que (F + G)* = F- NG+.

Q2. On suppose ici que E est de dimension finie.

a) Utiliser Q1 pour montrer que: (FNG)t = F+ + G+

b) En déduire que si F et G sont supplémentaires il en est de méme pour F+ et GL. Retrouver ce résultat directement.
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Un contre-exemple important.

1
E est Uespace vectoriel des applications continues de [0,1] dans R. Y(f,g) € E?, < f,g >= / f(tg(t) dt.
0

On considére F'= {f € E | f(0) =0},
Q1. Montrer rapidement que < .,. > est un produit scalaire sur E et que F est un sous-espace vectoriel de E.
2tg(t) site[0,1/2]
Q2. Soit g un élément de F+. On pose Vi € [0,1], g1(t) =
g{t) sitejl/2,1)

Montrer que ¢; est dans F et en déduire que ¢ est nulle. En déduire que F et F'- ne sont pas supplémentaires.

Q3. Que dire de F++?
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BXERCIC E 16

JEC
F' n’est pas nécessairement un supplémentaire de F' en dimension infinie again
» q Min(p,q)
E=R[X]. SiP=3 arX*et Q= > b,XF* sont deux éléments de E, on pose: p(P,Q) = . agbs.
k=0 k=0 k=0

Q1. Montrer rapidement que ¢ est un produit scalaire sur £

Q2. Montrer que (X*)g>o est une famille orthonormée de E.

Q3. F={PcE|P0)=0}et G={PecE|PQ1) =0}

a) Montrer que F' et G sont deux sous espaces vectoriels de E.

b) Montrer que Ft+ = Ro[X] et que G+ = {0g}.

F et F+ sont-ils supplémentaires 7 Méme question pour G et G+,

¢) Comparer F et F++ puis G et G++.
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BEXERCICE 4+
JFC

Par © Un classique.

Clairement ¢ savoir faire.

E = M,(R). Y(A,B) € E?, < A,B >=tr(*AB). On rappelle que < .,. > est un produit scalaire sur E.
Sp (resp. A,,) est Pensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) de E = M, (R).

Montrer que A, est le supplémentaire orthogonal de Sh.
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EXERCICE I©

JvC
Iﬁxercice | Une propriété intéressante des endomorphismes symétriques (resp. antisymé-
trigues).

Soit F' un sous-espace vectoriel de E et f un endomorphisme symétrique (resp. antisymétrique) de E.

Montrer que si F' est stable par f, F* est stable par f.

Tuat v %dwf COA U We B m“;wﬁ'qm. Viuylee', <gcu|,cd>= & a,&u,p asec
& € 44,4}
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EAERCICE JeC

| Exercice J Utilisation de E* = {0Og}. Encore une propriété intéressante des endomorphismes

symétriques (resp. antisymétriques).
» Pratigue usuelle et résultat qui peut étre utile.
Soit f un endomorphisme symétrique (resp. antisymétrique) de E. Montrer que (Im f)+ = Ker f.

En déduire que si E est un espace vectoriel euclidien (Ker f)* = Im f.

Tuwt o Q&WQM% Un 4 ;\uwadq.w. VeeylEE!, <§’(u,tj) = éae,gu,pm gef-11f.
Soite€E- ~
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BAERCICE 47

| Exercice | | PC| TUtilisation de E* = {0g}.
f et g sont deux applications de E dans E telles que ¥(z,y) € E?, < f(z),y >=< z,9(y) >.

Montrer que f et g sont linéaires.
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