EBRERCICE

JFC

l Exercice | Orthonormalisation de Schmidt : exemple 1.

Basique et bon entrainement.
B = (ey, ez, e3,e4) est une base orthonormée de E. F est Phyperplan d’équation z + 2y — z +¢ = 0 dans B.
Q1. On pose:u; = e; +e3, Uz = €3 — 2e4 et uz = ez + e4. Montrer que (uy,us, us) est une base de F.

Q2. Construire une base orthonormée de F.
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BEXERCICE 4%

JFC

| Exercice l Orthonormalisation de Schmidt : exemple 2.

Basique et bon entrainement.

1
E=Ry[X]etV(P,Q) € E* < P,Q >= / P(t)Q(t) dt. On rappelle que < .,. > est un produit scalaire sur E.
0

Construire & partir de la base B = (1, X, X?) de E une base orthonormée de E.
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EXERCICE .-

rExercice ‘ Construction d’une base orthogonale.

» 2 constitue un trés bon entrainement.
n € N*. E = R,[X] est muni du produit scalaire canonique. F = {P € E | P(1) = 0}.

Q1. Montrer que F est un sous espace vectoriel de E et que B = (X -1L,X(X-1),X3(X-1),..., XX - 1))

en est une base (les deux en 1 ou presque).

Q2. Dans cette question on suppose que n = 3. Construire 3 partir de B une base orthonormée de F.

Frise (X - 1), \/g(XQ — (1/2)X = (1/2)) et /3(X? = (1/3)X? — (1/3)X — (1/3)).

k—1
[k e 1 i
Q3. On pose pour tout &k dans [1,n], P, = Tl (X -7 ;_0 X )

Montrer que (Py, Pa, ..., P,) est la base orthonormée de F' déduite de la base B par le procédé de Schmidt.
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EXERCICE 74

JFC

Exercice | Par O | Construction d’une base orthonormée dans R,[X].
» Classique et incontournable
n est in élément de N*. F = R, [X] et < .,. > est un produit scalaire sur E.

Q1. a) Montrer que pour tout élément k de [1,n], il existe un polyndéme normalisé (le coefficient du terme de plus
haut degré est 1) Py et un seul appartenant & Ri[X] et orthogonal & Ry—1[X].

b) Montrer que pour tout élément k de [1,n], Py est de degré k.

1
OnposePozlethE[[O,n]], Qk:mPk
k

Q2. a) Montrer que (Qo, @1, .., Qrn) est une base orthonormée de E.

b) Montrer que (Qo, @1, -, Qn) est la base orthonormée de E déduite de la base canonique (1, X, ..., X™) de E par
le procédé d’orthonormalisation de Schmidt.
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BRERCICE 4O

JFC

I Exercice | Par ©| Construction d’une base orthonormée dans R,[X].

» Classique et incontournable
a et b sont deux réels tels que a < b. p est une application continue et strictement positive de [a, b] dans R. E = R[X]

et pour tout élément n de N: E,, = R, [X].

b
Si P et @ sont deux éléments de E = R[X] on pose: < P,Q >= / P(t) Q(¢) p(t) dt.

Q1. Montrer que < .,. > est un produit scalaire sur E.

Q2. k est élément de N*. Dy, est 'ensemble de éléments de Fj orthogonaux & Fy_1.

a) Montrer que Dy est une droite vectorielle.

b) Montrer que Dy, contient un polynéme Pj normalisé (ou unitaire) de degré k et un seul.

Q3. On pose Py = 1. Montrer que pour tout n dans N, (FPp, Py, ..., P,) est une base orthogonale de E,.
Q4. n est élément de N*,

a) Montrer que V@ € By,_1, < @, P, >=0.

b) Si P, n’a pas de racine d’ordre impair dans |a,b[ on pose D = 1. Si P, a, dans ]a, b], 7 racines d’ordre impair, y,
Y2y o, Yrson pose D = (X —y1)(X —y2) .. . (X —yr).
Montrer rapidement que D P, garde un signe constant sur [a,b]. En déduire en raisonnant par l'absurde que r = n.

Que dire alors pour P, 7

n+1l-
Q5. Soit n dans N*. a) Montrer qu’il existe un élément (v9,71,- .., Vnt1) de R"T2 tel que: X P, = > 7, Py
k=0

Montrer que «y; = 0 si ¢ appartient & [0,n — 2] (< X Py, B, >=< P,,, XP; >)
b) Montrer v,.1 = 1 et qu’il existe deux réels a, et by, tels que: Pry1 = (X + an) Py + by Proa.

S XPn, By > el
il Palf? | Pral?

Remarque  On peut encore renforcer cet exercice de la maniére suivante. On suppose que ~co € a < b € 400 et que

Montrer q'ue ay = — et b, =

b
p est continue et strictement positive sur |a, b| et telle que / R(t) p(t) dt converge pour tout élément R se R[X]... ou
. ,
de Rgn[X]

La correction qui suit est assez ancienne. Je la renie... presque, mais on ne peut pas tout refaire.
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[Exercice ‘ PC | Construction d’une base orthonormée. Edhec 2011 ex 3.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal 2. On note R,[X] espace vectoriel des polynémes & coefficients réels, de
degré inférieur ou égal & n.

+oo
Q1. Montrer que, pour tout couple (P, @) d’éléments de R,[X], l'intégrale : / P(t) Q(t) et dt est convergente.
0
On admet que Uapplication, notée (.,.), de R,[X] x R,[X] ¢ valeur dans R, définie par :
+oo
Y(P,Q) € BafX] x BalX], (PQ) = [ P()QU)eat
0

est un produit scalaire. On note || || la norme associe.

Q2. (a) Soit P et  deux éléments de R,[X], P' et Q' leurs polynomes dérivés respectifs. Etablir la relation suivante :

(P, Q)+ (P,Q) = (P,Q) — P(0) Q(0).

(b) En déduire que si P est un polyndme non constant de R, [X], orthogonal & tout polyndme de degré strictement

inférieur, alors on a |P(0)| = || P|l.
Q3. On se propose de démontrer dans cette question qu’il existe une unique famille de polynémes (Lg, L1, ..., Ly)
vérifiant :
Lg=1
Vk € [0,n], deg Ly = k
(R)

VEk € [0,n], Ly(0) =1

(Lo, L1,...,Ly) est une base orthonormée de R,,[X]
(2) On suppose qu’il existe deux familles de polynémes (Lo, L1,...,Ls) et (Mo, My,..., M,) vérifiant les relations
(R).
Montrer que, pour tout élément k de [0,n], Ly = M.

(b) On note (P, Pi, ..., P,) la famille obtenue & partir de la base canonique (1, X, ..., X™) de R,[X]) par le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. :

1) Justifier, pour tout k de [0, n], la relation P;(0) # 0.
if) En déduire une famille (Lo, L1, . .., Ly) vérifiant (R).

(c) Conclure et calculer explicitement Ly et Lo.

1. ¢ Soit £ un élément de N.

k + 1 est strictement positif donc k + 1 appartient au domaine de définition de la fonction I'.

400 +00
Ainsi / =1 o=t gy converge donc 'intégrale / tF e~t dt est convergente.
0 0
+oo
Pour tout élément k de N, I'intégrale / tk et dt est convergente.
0

T
o Soit R un élément de R[X]. Il existe un élément r de N et un élément (ag, a1, ..., a,) de R™! tel que R =Y  a, X*.
k=0
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+o0 +oo T
Pour tout élément k de N, / tF e=t dt converge donc / Z ay t* et dt converge comme combinaison linéaire
0 0 =
+co 0
de r + 1 intégrales convergentes. Ainsi 'intégrale R(t) et dt est convergente.

0
+o0
Pour tout élément R de R[X], lintégrale / R(t) e™* dt est convergente.
0

e Soit (P, @) un couple d’éléments de R,,[X].

+o0 +o0
P @ appartient & R[X] donc / (PQ)(t) et dt converge donc P(t) Q(t) et dt converge!
0 0

+coo
Pour tout couple (P, Q) d’éléments de R, [X]: Vintégrale / P(t) Q(t) et dt est convergente.
0

“+oo
Remarque  On pouvait obtenir ’absolue convergence, donc la convergence, de / P(t) Q(t)e~* dt en montrant
0

1
que |P(t) Q) e‘t| =0 (t—2> par croissance comparée.

Remarque  Montrons que < .,. > est un produit scalaire sur R,[X].

e Soit (P, Q) un couple d’éléments de R,[X].
+00
/ P(t) Q(t)e~t dt converge! Ainsi < P,Q > existe.
0

< .,.> est une application de R,[X] x R,[X] dans R.

e Soit A un réel et soient P, ), R trois éléments de R,,[X].

+00 Foo
<AP+Q,R >:/ AP+ Q)®)R(t)e*dt :/ (AP(t)R(t) + Q(t) R(t)) e~ dt.
0 0

+o0 “+0o0 +oo
<AP+@,R>= / (AP R(t)e™" + Q(t) R(t) e t) dt = A / P®)R()e tdt + Q) R(t)e tdt
0 0

0
car toutes les intégrales convergent. Alors < AP+ Q,R>= A < P,R>+ < @Q,R >.

VAER, V(P,Q,R) € (Ru[X])°, <AP+Q,R>=A<PR>+<Q,R> <..> est linaire a gauche.

400

+00 '
e Soit (P, Q) un couple d’éléments de R,[X]. < P,Q >= / P@#)Q(t)e tdt = QM) P(t)e tdt =< Q,P >.
0

o]

2

V(P,Q) € (Ru[X])", < P,Q >=<Q,P >. <.,.> est symétrique.

2

+co
e Soit P un élément de R,[X]. Vt€ R, (P(t)) e *>0et0< +oo! donc < P,P >= / (P(t))2 e~tdt > 0.
0

VP e R,[X], < P,P> >0. <.,.> est positive.
e Soit P un élément de R, [X] tel que < P, P >=0.
+co 9
v / (Pt)) e *dt =0.
0
Vi (P(t))2 et est positive sur [0, +0c0].
Yi— (P(t))2 et est continue sur [0, +oo].
¥ O£ +oo!

Alors t — (P(i&))2 et est nulle sur [0, +oo[. Comme t — e~* ne s’annule pas sur [0, +oo] : Vt € [0, +o], (P(t))2 =0.
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Ainsi Vt € [0, +oo[, P(t) = 0. P admet alors une infinité de zéros donc P = Og, [x]-.
VP € Rp[X], < P,P >= P =0g,[x]- <.,. > est définie.
Les cing points précédents permettent de dire que < .,. > est un produit scalaire sur R,[X].

2. (a) Soit (P, Q) un couple d'éléments de R,,[X]. Notons que P’ et @ sont encore des éléments de R,[X].
+o0 +oo

<PLQ>+<PQ >= P(t)Q(t)etdt + /+OO PHQ'(t)e tdt = / (P'(t)Q(t) + P(t) Q'(t)) e *dt.
0 0 0

o0
<P,Q>+<PQ >= / (PQ)(t)etdt.
0

Intégrons alors par parties. Soit 4 dans Ry. PQ et t — e~* sont de classe C! sur R,. Alors:

A A A A
[ roweta=[rone]) - [ EawEhu= Pa@Wet-PoeO+ [ (Po®ea
Montrons que AEI:I'} ((PQ)(A)e™*) = 0. Cest clair si P Q est le polynéme nul.

Supposons maintenant que P () n’est pas le polynéme nul, notons r son degré et a, le coefficient de son terme de plus

haut degré.
—A r —A : —AN _ : r—Ay _ : 4
Alors (PQ)(A)e PR A" e™*. Donc AEI-If-loo (PQ)(A)e ™) = AETOO (ar A"e™*) = 0 par croissance comparée.

A A
En faisant tendre A vers +oco dans I’égalité / (PQ)(t)e tdt = (PQ)(A) e ™ — P(0)Q(0) + / (PQ)(t) e tdt
0 0

+00 oo
i1 vient : /O (POY(1) et dt = —P(0) Q(0) + /O (P Q)(#) et dt.

Donc < P',Q > + < P,Q' >= /:Oo (PQ)(t) e~ dt = —P(0) Q(0) + /0+°° (PQ)(t)e~tdt =< P,Q > —P(0) Q(0).

{Pour tout couple (P, Q) d’éléments de R,[X]: < P',Q > + < P,Q' >=< P,Q > —P(0) Q(0). |

(b) Soit P un polyndéme non constant orthogonal & tout polynéme de degré strictement inférieur.
deg P’ < deg P donc < P/, P >=< P,P' >=0. Alors (a) donne: < P,P > —P(0) P(0) =0 ou ||P||? = (P(O))z.

Comme || P|| est un réel positif: || P|| = [P(0)]

Si P est un polynéme non constant de R, [X], orthogonal & tout polynéme de degré strictement inférieur, alors on
a |P(0)l =P

3. (a) Nous allons d’abord montrer que pour tout élément & de [0,n], (Lo, L1,..., Lg) et (Mo, M1, ..., My) sont des
bases orthonormées ou orthonormales de Ry [X]. Soit k un élément de [0, n].

Vi € [0,k],deg L; = 4. Alors (Lg, L1, ..., Lt) est une famille d’éléments non nuls de R;[X] de degrés échelonnés.

(Lo, L1, ..., L) est alors une famille libre (normal pour une famille orthonormeée...) de cardinal k£ + 1 de R;[X] qui
est de dimension k + 1.

Donc (Lo, L1, ..., L) est une base de Ry[X]. C’est méme une base orthonormée de R;[X]. '
De méme (Mo, My, ..., M) est une base orthonormée de Rg[X].
o Log=1=M,.

e Soit k un élément de [1,n]. Montrons que Ly = M.
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Ly, est orthogonal a tous les éléments de la base (Lo, L1, ..., Lx—1) de Ry—1[X] donc Ly est orthogonal & Ry [X]. De
méme M}, est orthogonal & Ry_q[X].

Version I L’orthogonal de Ry_1[X] dans R;[X] est une droite vectorielle Dy, car dim R{X] =k + 1 et Rj—1[X] est
un sous-espace vectoriel de Ry[X] de dimension &

Dy, contient Ly et My. Ly et M} étant non nuls ils engendrent Dy.
Alors il existe un réel A (non nul) tel que Ly = A M. Or L (0) = 1 = M(0) donc A =1 et ainsi Ly = M.
Version 2 Ly et My sont orthogonaux & Ry_1[X] donc Ly — My, est orthogonal & Ry_1[X].

Supposons Ly — M}, non constant ; alors 1 < deg(Lx — M) < k. Dans ces conditions Ly — My est orthogonal & tout
polyndme de degré strictement inférieur puisqu’il est orthogonal & tous les éléments de Ry—1[X].

Alors d’aprés 2. (b), ||Lr — Mgl = |(Lk — Mk)(0)| = |Lk(0) — Mp(0)| =|1 -1 = 0.
Donc Ly — My est nul ce qui contredit le fait que ce n’est pas un polyndéme constant.

Finalement L, — M}, est constant ! Comme il est nul en 0 c’est le polyndme nul. On retrouve L = Mj.

LPour tout élément k de [0,n], Ly = MkJ

(b) i. Rappelons que (P, Py, ..., P,) est P'unique base orthonormée de R,,[X] telle que pour tout élément k de [0,n] :
Vect(Py, Py,..., Py) = Vect(1, X,..., XF) = Rp[X] et < P, X* >> 0.

Soit k£ un élément de [0,n]. (FPo, P1,. .., Py) est une famille orthonormée donc libre de Ry [X] qui a pour cardinal £+ 1
qui est la dimension de Rg[X]. Donc (P, Pi, ..., Py) est une base orthonormée de Ry [X].

o Vect(Py) = Vect(1). Alors Py est constant et non nul. Donc Py(0) n’est pas nul.
e Soit k un élément de [1,n]. deg P, < k car Py, appartient & R;[X].

Si deg P, < k alors (P, Py, ..., Py) est une famille libre de cardinal k+ 1 de Rp—1[X] qui est de dimension & !! Donc
deg P = k.,‘

Py, est orthogonal & tous les éléments de la famille (P, P, ..., Pr—1) qui engendre Ry_;[X]. Donc Py est orthogonal
a Ry_1[X].

Py, est alors un polynéme non constant de R,{X] (1) orthogonal & tout polynéme de degré strictement inférieur.

D’aprés 2. (b) : | P,(0)] = || Pe]l. Or || Pg|| n’est pas nulle car P n’est pas nul. Donc Fx(0) # 0.

LPour tout élément k de [0,n], Py (0) 7504]

Remarque  Nous venons de voir que Vk € [1,n], [Py (0)| = || P:l|. Montrons que ceci vaut encore pour k = 0.
+oo

Py=1let||Pl)* = / 12 x e"tdt = T(1) = 1. Donc [|Ry]| =1 = |1| = | Py(0)].
0

Retenons donc que Yk € [0,n], |Fr(0)| = || Pkl
1
P (0)
e P, engendre Rp[X] donc Py est constant. Alors Py = Py(0) et ainsi Ly = 1.

ii. Posons alors Vk € [0,n], Ly = P.
L4 deg Lo =0.
Nous avons vu plus haut que pour tout élément k de [1,n], deg P, = k. Alors pour tout élément k de [1,n], deg Ly, = k.

Finalement Vk € [0,n], deg Ly = k.



Vk € [0,n], Li(0) = Li(0) = 1.
Wk € [0,1], Lu(0) = 15 L)
Soient 7 et j deux éléments de [0,n]. L ! Pet L ! Pj donc < L;, L; > - ! < P, P>
. X . Ly = == F; i = 57 b Ly >= is 5 >
P;(0) S S T(O 77 Bi(0) P5(0) ’
Sii#j, <P, P; >=0donc < L;, L; >= 0. Supposons i = j.
1 1 2
<Ly L;>=< L, L; >= <P P>=——— Pilz. Or |P;(0)] = ||P;l| donc P;(0 = ||F 2,
: 50 B PP 05 IO = LRl done (P(0) = 17
Ceci donne < Ly, L; >=< L;,L; >= ———1-—2[|Pi|\2 =1.
(P:(0))

L Si0=7  Alors (Lo, Ly, ..., Ly) est une famille orthonormée de Ry [X).

V(i,j) € [0,n]®, < Li, L; >= { 0 sinon

(Lo, L1, ...,Ly) est une famille orthonormée, donc libre, de cardinal n + 1 de R,[X] qui est de dimension n + 1.

Alors (Lo, L4, ..., Ly) est une base orthonormée de R, [X]. Ceci achéve de montrer que (Lo, L1, ..., L,) vérifie (R).

1 1
——1(7) Pn> est une famille qui vérifie (R).

Li,....Ly) = | —= Py, =—— P1,...
(L0> 1, y n) (PO(O) Oapl(o) 1, ,Pn

(¢) (a) et (b) montrent que:

; il existe une famille (Lo, L1,...,L,) de polynémes et une seule vérifiant (R)T

+oo
Rappelons avant de déterminer L; et Ly que ¥n € N*, T'(n) = / t"tetdt = (n— 1)l
0

e 1 est de degré 1 et L1(0) = 1 donc il existe un réel non nul a tel que L; =a X + 1.

Ly =1 et Ly est orthogonal & Lg.
+oo 400 +oo +oo
Donc 0 =< Lo, Ly >= / Lo(t) Ly (t) et dt = / (at+1)etdt=a / tetdt+a / et dt.
0 0 0 0

0=al'(2)+T(1)=ax1+1 Alorsa=—-1let L; = —-X +1.
o L, est de degré 2 et Ly(0) = 1 donc il existe un réel non nul b et un réel c tels que Ly = b X2+ ¢ X + 1.

Notons que Ly = bX? —c(-X +1)+c+1=X%2—~cL; + (c+ 1)Ly et que Ly est orthogonal & Lg et L;. De plus
(Lo, L1) est une famille orthonormée.

Alors 0 =< Ly, Lo >=b < X? Lo > —c < L1,Lo > +(c+1) < Lo, Lo >=b < X2, Ly > —cx0+(c+1) x 1.
—+o0

Donc 0 =4 <X2,L0>+c+1:/ tPetdt+c+1=bT(3)+c+1=2b+c+ 1. Ainsi 2b+c= —1.
0

De méme 0 =< Lo, L1 >=b < X*, Ly > —c< L1,L1 > +(c+1) < Li,Lo >=b < X2 L1 > —cx 1+ (c+1)x0 =
b < X% L>—c

gaale +o0 400 -
O:b/ tz(—t—i—l)e“tdt—c:—b/ t3e_tdt+b/ t?e tdt —c=—bT(4) +bT(3) —c= —6b+2b—c.
0 0 0 .

1 1
c=~4bet 2b+c=—1. Alors —1 = 2b — 4b = —2b. b=§etc:—2. AinsiL2=§X2—2X—|—1.

1
L1:—X+1etL2:§X2—2X+1.




EXERCICE

Jfc

[Exercice | QSP ESCP 2005

7 est un élément de N*. z, z9, ..., z, sont n réels strictement positifs dont la somme vaut 1.

n
1
Montrer que Z — >n?
k=1 Tk
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EAERCICE &7

JfC

t Exercice | PC| Oral ESCP et QSP HEC 2011 (ou presque)

Soit m un élément de {2, +oof. On note O, (R) Pensemble des matrices orthogonales de M, (R).

n

Montrer que  Max > Z ai,; existe et en donner la valeur.
(a:,;)EO0R (R) {=1 j=1

Indication  On pourra faire intervenir l’élément U de M, 1(R) dont tous les coefficients valent 1.

Soit Az Lag;) Wi wEhice de O (IR). $oit U ta madi'ce da My, (IR) A&t e,
v
wu@lu‘e}‘ vale 1. Pooows V- AU: ("L) -

Ve
VEDWE V- Iowu ’Za.‘.

YA

" oW . | .
FOAU: TAA0 - Zn. LZQ‘IJ T Yag = S mupoh <o abte peduil

<zt Jl

Acedaiie candugue do My, (R1. Nows wdenoer -1 v QMO U ee -
T < <YA0> & | Cum>l € WoRURLL.
Cﬂu&a.f&wm&
otz Veyuy =¥ Eat =l A€o, (1e)
DAU: VAU aud = o) qumﬁ‘i%u : m o= e
B =gy el zn, Raboe- go & xopnun dedd’ qoih ot vadie .

o Mf
< r"lt

"’R_,gu%ri\- &Cmmw%ai-dc 0. pote equel €e doublle Aowme vl s .

4 A\ /
G 3,600 B F -3 23, &t double powtme cmond T To vasF w -

w» n

R de dondn Mox Z..Z:.Ci.[\i ept,\-eei'uu%w.

[} =t

(0y;)€0, (16}




EXERCICE 77

Jfc

| Exercice J Utilisation de Cauchy-Schwarz dans un probléme d’optimisation.

» Intéressant mais il faut savoir qu’une fonction numériqgue de n variables continue sur un fermé borné I posséde un

mazimum et un minimum sur F.

n est un élément de [2, +oo[. F = {(z1,%2,...,2n) | 23 + 23+ -+ 22 < 1}.

VX = (21,%2,...,2,) € F, f(X Zazlazﬂ
1#]

Q1. Soit X = (z1,%a,...,T,) un élément de F. Exprimer f(X) en fonction de Z xp et Z 7.
k=1 k=1

Q2. Montrer que f posséde un maximum que nous noterons M. Montrer que M = n — 1 et trouver les éléments de

F qui réalisent ce maximum.
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EXERCICE 730

et

Ifc

ﬁ)xercice | PC | £ est une application de R+ dans R de classe C'.

+oo
On suppose que f(0) =0 et / (f’(t))2 dt converge.
0

R0
a) Montrer que / el dt converge.
0

oo 2 ()
1 t2
par parties et Cauchy-Schwarz).

2
dt converge (on pourra montrer que A — flA f?@ dt est majorée en utilisant une intégration

b) Montrer que

a) lim %@ = limy (L@)Q = lim <&%§0—)>2 = (f(0))".

t t—0

R0

t2

dt converge.

est continue sur ]0,1] et prolongeable par continuité en 0 donc /
0
. - - T A1) G
est continue et positive sur [1, +o0[. Ainsi pour montrer que e dt converge, il suffit de montrer
1

)

b) ¢t — =

R0 L
que g: A — / s dt est majorée sur [1, +oo].
1

1
Soit A un élément de |1, +oco[. t — ~3 et f? sont de classe C! sur [1,+o0o[. En intégrant par parties il vient alors :

A A A A
s = [-120] - [ () 20 r0u= - r@wero [ L2 pou< o [T 10 ro

L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliqué & la derniére intégrale donne:
2 4 f(t) ? 4 ' 2 2 oo 2
sy < pnf [ (B2) anf [T @) e poyvaa@y | [ (o) a
1 1

. +0o0
Posons J = / (f’(t))2 dt. Alors g(A) < f2(1) + 2v/9(A) V/J. Envisageons deux cas.
0

2
Premier cas: g(A) > 1. Alors en divisant par +/g(A) on obtient : 1/g(A) < f ((2) + 2T < f2(1) + 2.
g

g(A) < (F2(1) +2V7)’. g(4) < Max ((f?(l) +2V7)%, 1) ¥
Deuxiéme cas: g(A) < 1. Alors on a encore g(A) < Max ((f2(1> ) \/7)2’ 1>.

L)

t2

Ainsi g est majorée sur [1,+o00[ ce qui achéeve de montrer la convergence de / dt.
1




EXERCICE -

JFC

( Exercice J Q1. Soit B = (e1,e9,...,€,) une base orthonormée d’un espace vectoriel euclidien E.

(€'1,€'2,...,€'y) est une famille déléments de E de cardinal n et P est la matrice de la famille B’ dans la base

orthonormée 5.
Montrer que B’ est une base orthonormée de E si et seulement si P est une matrice orthogonale.

Q2. @ P est une matrice de M,,(R). Montrer que:

P est orthogonale si et seulement si les colonnes de P constituent une famille orthonormée de M, 1 (R) muni du
produit scalaire canonique, ou, c’est la méme chose:

P est orthogonale si et seulement si les colonnes de P constituent une base orthonormée de My, 1(R) muni du
produit scalaire canonique.

P est orthogonale si et seulement si les lignes de P constituent une famille orthonormée de Mj ,(R) muni du
produit scalaire canonique, ou, c’est la méme chose :

P est orthogonale si et seulement si les lignes de P constituent une base orthonormée de M; ,(R) muni du produit

scalaire canonique.
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EXEBRCVCE 39

rExercice ‘ Q1. P est une matrice de M, (R).

a) @ Montrer que si P est orthogonale: VX € M, 1(R), [[PX|| = | X|].
b) Réciproquement on suppose que: VX € M, 1(R), [|[PX] = || X]].

Montrer que V(X,Y) € (/\/lml(R))2 , < PX,PY >=< X,Y >. En déduire que P est orthogonale.

Finalement ’ P est orthogonale si et seulement si VX € M, 1(R), [|PX| = {|X|]. I

Q2. f est un endomorphisme de E de matrice P dans la base Lorthonormée l B = (e1,ea,..., en) de E.

P est orthogonale si et seulement si Vz € E, ||f(z)]] = ||z
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EXERCICE 33 JF.C. p. 1

D’aprées HEC 2005 Matrice symétrique. Matrice orthogonale.

Trouver deux matrices de M3(R), symétriques, orthogonales et dont la premiere ligne est (1 0 0).

JFC Trouver 'ensemble des matrices de M3(R) qui ont ces qualités.
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EXERC\CE 34 3vc

rExercice J Décomposition d’Iwasawa d’une matrice inversible de M, (R).

Soit M une matrice inversible de M,,(R). E est un espace vectoriel de dimension n. B est une base orthonormée de
E.
B’ est la base de E dont la matrice dans la base B est M (autrement dit M est la matrice de passage de B & B').

B" est la base orthonormée de E déduite de B’ par le procédé d’orthormalisation de Schmidst.
On note Q) la matrice de passage de B & B".
On note R la matrice de passage de B & B'.

Montrer que M = QR, que @~ =@ et que R est triangulaire supérieure 4 diagonale strictement positive.

l Exercice | PC | Décomposition d’Iwasawa d’une matrice inversible de My (R).

A est une matrice inversible de M, (R). Montrer qu’il existe une matrice orthogonale § de M,(R) et une matrice
triangulaire supérieure R de M, (R) & coefficients diagonaux strictement positifs telles que A = R.

On Pourra interpréter la matrice A comme la matrice de passage de la base canonique de M, 1(R) & d’une base B de
M 1(R) et utiliser la base déduite de B par le procédé d’orthonormalisation de Schmidt.
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