R EAERCICE 24

J.F.C.

FExercice j PC Condition nécessaire et suffisante pour que la suite des puissances d’une matrice
symétrique converge vers 0.

A est une matrice symétrique de M, (R). On pose p(4) = )\MSaXA |Al
€5p

Q1. Montrer que VX € M, 1(R), |AX]] < p(4) [|X]].
Q2. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
i) Pour tout élément X de M, 1(R), (APX)p»0 converge vers Onq, () (c’est & dire liljrn [|[APX || = 0)
’ p—+o0
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EAERC\CE 35 JF.C.

@xercice | PC Matrice d’un produit scalaire. Réduction d’une matrice symétrique.

Soit A une matrice symétrique de M,,(R) & valeurs propres strictement positives et B une matrice symétrique de

Ma(R).

On se propose de montrer qu'il existe une matrice inversible P de M, (R) (pas nécessairement orthogonale!) et une
matrice diagonale D de M, (R) telle que A =tPP et B='PDP.

Q1. a) On pose V(X,Y) € (Mn,l(R))z, wa(X,Y) =*XAY. Montrer que p4 est un produit scalaire sur M, ; (R).

b) B est une base orthonormée de I'espace vectoriel euclidien (Mo, 1(R), ¢ A) et () est la matrice de passage la base
canonique By de M, 1(R) & la base B. Montrer que 'QAQ = I,,.

Q2. Montrer le résultat proposé en remarquant que 'QBQ est symétrique.
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EXE Ré\ ce - JF.C.

[Exercice | |PC

Q1. Décomposition de Iwasawa d’une matrice inversible.

Soit M une matrice inversible de M,(R). E est un espace vectoriel euclidien de dimension n. B est une base
orthonormée de E.

B' est la base de E dont la matrice dans la base B est M (autrement dit M est la matrice de passage de B & B').
B est la base orthonormée de E déduite de B’ par le procédé d’orthormalisation de Schmidt.

On note @ la matrice de passage de B & B et R la matrice de passage de B” a B'.

Montrer que M = QR, que @' =*Q et que R est triangulaire supérieure & diagonale strictement positive.

Q2. Décomposition de Cholesky d’une matrice symétrique définie positive.

A est une matrice symétrique de M,,(R) dont les valeurs propres sont strictement positives (A est définie positive).
a) Montrer qu'’il existe une matrice inversible M de M, (R) telle que A = ‘M M (diagonaliser A).

b) Montrer alors, en utilisant Q1, qu’il existe matrice R, de M, (R), triangulaire supérieure & diagonale strictement
positive telle que A = !RR.

¢) Montrer 'unicité de R.

d) Envisager une réciproque.
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Program Decomposition de Cholesky;

Const Dimmax=10;

Type matrice=array[l..DimMax,1l..DimMax] of real;

Procedure Cholesky (n:integer; A:matrice;var R:matrice);

Lu ‘Loulwz-
begin | W &m*. e
tascsl . le e

for 1i:=1 to n do
for j:=1 ton do RI[i,j]:=

var 1i,7j,k:integer;s:real;

ot Mc&uh‘c\-& -

for i:=1 to n do
begin
s:=0; for k:=1 to i-1 do sg:=g+sgr(RI[k,1i]1);
R{i,1i]:=sqgrt (A[i,1]-8);
for j:=i+1 to n do
begin
s:=0;
for k:=1 to 1-1 do g:=s+R[k,1]1*RIk,7];
R[1i,j]:=(A[i,3]1-8)/RI[1,1];
end;
end;

end;

Procedure EntreMatrice(var n:integer;var A:matrice);
var 1i,j:integer;

begin



N

write ('Donner n. n=') ;readln(n) ;
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
begin
write ('Donner le coeff ',i,' et ',3,"' ') ;readln(Ali,jl);
end;
end;
Procedure EcritMatrice(n:integer;S:matrice) ;
var 1i,]j:integer;
begin
for 1:=1 to n do
begin
for j:=1 to n do write(S[i,]]," ") ;

writeln;
end;

end;

var n:integer;A,R:matrice;

begin
EntreMatrice (n,A) ;

Cholesky(n,A,R) ;
EcritMatrice(n,R) ;

readln; < rﬁu‘ﬁ%" ‘

end.
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‘ Exercice J La norme associé au produit scalaire canonique de M, (R) est une norme d’algébre.

ECRICOME 2007 exercice 2.

Bon entrainement.

M (R) désigne 'ensemble des matrices carrées d’ordre n 2 2, & coefficients réels. Pour tout élément A = (a;,;)1<s,j<n
de M,(R), on appelle trace de A, et on note tr(A), la somme des éléments diagonaux, c¢’est-a-dire : tr(A4) = i a; ;-

i=1
On admet que tr est une application linéaire de M, (R) dans R telle que:

VA € Mu(R), VB € My (R), tr(AB) = tr(BA).

On note *A la transposée de la matrice A.
1) Soit @ ’application définie sur My (R) x M, (R) par:

VA € Ma(R), VB € Mu(R), o(AB) = tr(*tAB) (ot "AB ="'A x B)

Exprimer ¢(A, B) en fonction des coefficients de A et B et montrer que ¢ est un produit scalaire sur My (R).
On note N la norme associée & ce produit scalaire.
1) Soient A, B € Mn(R). Le but de cette question est de prouver que: N(AB) < N(A)N(B).
a) Justifier Vexistence de P € M, (R) et D € M, (R) telles que:
tPPAAP =D
ou P est une matrice orthogonale et D une matrice diagonale.
On notera par la suite X; le coefficient d;; de la matrice D = (d; j)1<i,j<n-
b) Soit A une valeur propre de tAA et X un vecteur propre associé.
En calculant *X?AAX de deux maniéres différentes, montrer que A > 0.
c) On pose S ='P(B*B)P = (s;,)1<i,j<n- Montrer que

NP = (D), [NB)P = u(S), [NAB)P = tx(SD)

n
d) Montrer que: tr(SD) = Z i Sii -

i=1
e) On note E; le i-iéme vecteur de la base canonique de M, 1 (R), espace des matrices & n lignes et une colonne, &
coefficients réels.

Montrer que:‘E;SE; = ||!tBPE;||?, ou ||.|| désigne la norme euclidienne canonique de M,, 1 (R), puis calculer *E;SE;
en fonction des coefficients de S.

Qu’en déduit-on, pour ¢ entier compris entre 1 et n, sur le signe de s;; 7

f) Montrer que: Xn: Aisii < (z”: /\i) (z”: si,i) puis conclure que : N{(AB) € N(A)N(B).
i=1 i=1 1

=




J.F.C.

1. Soient A = (a;;) et B = (b;;) deux éléments de M, (R). Posons C =*AB = (c;;).

n

V(i,j) S [[1,71]]2, Cig = Z a,“-bkj. Alors Lp(A,B) = tr(tAB) = Z Ci; = E Z Qs bki~

1 i=1 i=1 k=1

VA = (a;;) € Mn(R), VB = (bi;) € Mn(R), ¢(4,B) =3 Zl @i bri-

Montrons que ¢ est un produit scalaire sur M, (R).
¢ Notons que ¢ est une application de M, (R) x M, (R) dans R.
e Soient A, B, C trois éléments de M, (R) et A un réel.

W(ANB+C) =tr PAMNB +C)) = tr (A*AB +TAC) = M tr(*!AB) + tr(*AC) = Ap(A, B) + (A, C) car tr est une
forme linéaire sur M, (R).

V(4,B,0) € (Mn(R))®, YA€ R, w(4,AB+ C) = Ap(A4, B) + ¢(4,0).
Ainsi ¢ est linéaire & droite.

e Soient A et B deux éléments de M, (R).

Notons qu'une matrice de M, (R) et sa transposée ont méme trace.

Ainsi p(A, B) = tr(!AB) = tr (*(PAB)) = tr (*B*(*4)) = tr(* BA) = ¢(B, A).
V(A,B) € (Mn(R))Q, w(A,B) = (B, A). @ est symétrique. .b

s n
e Soit A = (a;;) un élément de M (R). (A, A) = Z E ki Oki = Z Z a?,. Ainsi p(A4, A) >

i=1 k=1
vA € M,(R), p(4, A) > 0. p est positive.

e Soit A = (a;;) un élément de M, (R) tel que (4, A) = 0.

ZZCL% 0 et V(i, k) € [1,n]?, > 0. Ainsi V(i, k) € [1,n]*, a2, = 0.

i=1 k=1
Alors Y(i,k) € [1,1]%, ag: = 0. Donc A = Or. ()

VA € Mn(R), p(A,A4) =0= A =0u,(®) ¢ est définie. Ceci acheve de montrer que:

\(p est un produit scalaire sur M, (R). l

2. a. 'AA est une matrice de M, (R) et {(PAA) = AY(PA) =tAA. tAA est alors une matrice symétrique d’ordre n &
coefficients réels. Ainsi:

il existe une matrice orthogonale P de M, (R) et une matrice diagonale D de M, (IR) telles que:
“LIAA)P ='P(PAAP = D.

b. (*AA)X = A X. En multipliant & gauche par ‘X on obtient *X(*4AA4)X = A XX = X[\ X])
OutX*AAX = || X||%. Soit encore *(AX)AX = A||X||?. Finalement [|AX])?> = X[ X||2.

1AX*

X n’étant pas nul (X est un vecteur propre) sa norme ne l’est pas davantage et: A = Bk :

A est donc un réel positif ou nul.

Ei X est une valeur propre de tAA, A > 0. ‘




J.F.C.

c. Montrons rapidement que deux matrices semblables de M, (R) ont méme trace.

Soit M et N deux matrices semblables de M,,(R). 1l existe une matrice inversible @ de M, (R) telle que M = Q7' NQ.
Alors tr(M) = tr (Q™Y(NQ)) = tr (NQ)Q™!) d’apres le rappel proposé au début de l'exercice.

Ainsi tr(M) = tr(NQQ ™) = tr(N).

Notons alors que 'AA et D sont semblables car P~*(*AA)P =*P(*AA)P = D.

Ainsi [N(4)]” = p(4, A) = tr(*AA) = tz(D).

De méme (ou presque) BB et S sont semblables car S = !P(B*B)P = P~'(B*B)P. Donc tr(B'B) = tr(S).

Ainsi [N(B)]” = (B, B) = tr(*BB) = tr(B'B) = tx(S).

tr(SD) = tr (!PB'BP)(!P*AAP)) = tr({ PB'*BP'P*AAP) = tr(P~'B'B*AAP) car tP = P,

P~ 1B'BtAAP et B*BtAA étant semblables il vient :

t2(SD) = tr(P~LB'B'AAP) = tr(B*B*AA). Or tr(B'B'AA) = tz(! BLAAB).

Alors : tr(SD) = tr(*B*AAB) = tr ({(AB)AB)) = w(AB, AB) = [N(AB)]®. Ou plus simplement (?1):

[N(AB)]2 = ¢(AB, AB) = tr ("(AB)AB)) = tr(!B*AAB) = tr (*BPD'PB) = tr (*PB'BPD) = t1(SD). Finale-

ment :

N = (D). | | [NB)])* =w(S). | | [N(A4B)]® = tr(SD).

d. Posons U = SD = (usj). tr(SD) = > us = >, 2. Sikdii = 2, Siidis = 9, Siz Mi-
=1 ; i=1 i=1

i=1 k=1

tI‘(SD) = i >\i Sii.
i=1

e. Ici 7 est un élément de [1,n].

|!BPE;|[®> = {(: BPE;)'BPE; = 'E/P*(!B)! BPE; = 'E;' PB*BPE; = 'E;SE;.

|'EiSE, = |'BPE|". |

n
Rappelons que SE; est la i°™° colonne de S. Ainsi SE; = Z Spi Eg.
k=1

Notons < .,. > le produit scalaire canonique de My, 1(R) et rappelons que (Ey, Es,. .., E,) est une base ortonormée
de (Mp1(R),<.,.>).

n
Alors *E,SE; =< E;, SE; >=< E;, Y spi By, >= s

k=1

8 = tEZSEvZ = HtBPEsz 2 0.

i=1 i=1 i=1 k=1
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IR0 SR SRNRES of i i
=1 7=1 =1 =1 k=1
ki

n i3
OrVie[l,n], \i 20et Vke [1,n], spp >0donc Y [ A Y s | 20
i=1 k=1

ki

Ainsi (i /\z) ( S Sz‘i) = i i Sis-
i=1 1

i i=1

=

Sn_: Ai 845 < ( " /\i) (z”: 3ii>-
=1 =1 =1

Donc [N(AB)]* =tr(SD) = > Xi sy < (Z ) (Z s> = tr(D) tr(S) = [N(A)]* [N(B)]*.
i=1

i=1 g1

Alors: [N(AB)]® < [N(4)]? [N(B)).
Comme N(AB), N(A), N(B) sont des réels positifs ou nuls il vient alors:

| N(AB) < N(4) N(B). |




EXERCICE 35 onctenne corvection..,

J¥C

E = R,[X]. On munit £ du produit scalaire défini par:

1
W(P,Q) € B, < P,Q >= / P(H)Q(t) dt
0

Q1. Déterminer une base orthonormée (L1, Ly, L3) de E telle que, pour tout 7 élément de [1,3], L; est de degré égal
41— 1 et de coefficient dominant strictement positif (on pourra utiliser le procédé d’orthonormalisation de schmidt...

(1,23 (X — 1),6v5 (X? ~ X + 1))
Q2. On pose: (P, Q) € B2, ®(P,Q) = 5 (POQ(1) + P()Q(0))

On note A = (a; ;) la matrice de M3(R) de terme général a; ; = ®(L;, L;).
a) L’application ® définit-elle un produit scalaire sur £7

b) Déterminer la matrice A et indiquer pourquoi elle est diagonalisable.

Justifier ’existence d’une matrice inversible R de M3(R) telle que:

-3 0 0
'RAR=D=1| 0 0 0} et R=R!

0 0 6
T
d) Soit P = x1 L1 + z2 Ly + 3 L3. Montrer que, sion pose X = | z3 |, alorson a: (P, P)="XAX.
r3

Comment s’exprime ®(P, P) en fonction Y = R71X 7

Donner également 1’expression de < P, P > en fonction de Y = R™1X.
PO)P(1)

f) P2(t)ydt

Utiliser ce qui précede pour montrer que f posséde un maximum dont on donnera la valeur.

e) On pose:YP € E— {og}, f(P)=

. Voome Vg =3, U=z X,V; :XL.

Paoa V_1=;’i-
Ceitwek. Poooe Yo U td ¥y erda o o jou que. vy LfV¢pa€e§'ayxoaaa.up.

LV, Dso aip <V Uptdlyd <0 &b ofs - Va0 ViU
<Vy, Vg v+

! ' ) '
<V,,%J,_>=_3?,£Huzceidi-zj edt=4jz. WY, ii&aﬁ: \su/gmuzi 4dt=q.
(2 ]

-
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EXERC\CE

Exercme Q1. M est une matrice inversible de M,(R). A = tMM.
8} Montrer que la matrice A est symétrique et que ses valeurs propres sont strictement positives.
b) Montrer qu’il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale A tellefque A? = TPAP. Que dire de la
matrice MPA~1?
¢) Montrer qu’il existe deux matrices orthogonales U et V de M, (R) telles que 'UMYV soit diagonale.
Q2. Montrer rapidement que ceci vaut encore pour M quelconque dans My (R).

0 1 1
Q3. Trouver U et V pour M = (—1 0 1) .
-1 =1 0

A-tan dec €A-t(tan). tatteg) tanon . ﬁa\?‘.‘mw
Ae.\'Mc‘m.thc& dac por Solesus pope sodacdles
Yo despec (Al IXCUL LR, K20 eF AR AR
PnAzArzAX dee Kfnx - ARAX . unxIPs At
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EAERCICE 4O JEC P

Exercice Théoréme de Courant-Fischer A est une matrice symétrique de M, (R). (E'1, E's,..., E'p,) est
une base orthonormale de M, 1(R) constituée de vecteurs propres de A respectivement associés aux valeurs propres
AL, Az, vy Apavec A; K A < - K Ay
k est un élément de [1,n] et Fj est 'ensemble des sous-espaces vectoriels de My, 1 (R) de dimension k.

Q1. Montrer que Fy, = Vect(E1{, Es, ..., E}) est un élément de Fj et que:

tXAX
nbhbnial i §
SUP Txx T M
X#0
Q2. F' est un élément de F.
tXAX IXAX
Montrer que si X est un élément non nul de F': —— < A,,. En déduire l'existence de Sup ———
tXX tXX
by X0
b) Montrer quil existe un élément non nul Y appartenant’F' et & Vect(El, B 1B
tXAX
Montrer que EL;E —t—)—(TX— 2 )\k
X #0
tEXAX
Mont Min S = .
Q3. Montrer que eb% Xlelg XX K
X #0
» Contréle
EXAX
Q4. Montrer que  Max  Inf = Ag.

FeFnti-x XE#F tXX

(€4, Epmy B ) ebume famdle qandichice do Fo. Clab ousi wa fonitle
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EXERCIC & 41 JF.C.

@{ercice ’ Une premiere approche.

Une bonne pigiire de rappel...

A est une matrice symétrique de M, 1(R). (X1, Xo,..., X,) est une base orthonormée de M, 1(R) constituée de
vecteurs propres de A respectivement associés aux valeurs propres oy, Qg, ..., Q.

n

Q1. Montrer que A = Z ar Xzt Xy (oui c’est du cours mais tous les concepteurs ne le savent pas...)
k=1

n
Q2. On suppose ici que A est symétrique positive. On pose B = Z Vo Xe' Xy, Monter que B est une matrice
k=1
symétrique positive de M, (R) telle que B? = A.

Q3. Et si A est symétrique définie positive ?

foowr € =£¢QM‘M . Nhow que (€ n“ﬂll)é‘wﬁlwe‘uu ¢ -A.

Vo€ Miond, AR <do ke CXe = Zde Xebhe ke - valtke ne)Ae = diA¢
*

b=y “y— &= ﬁ N
el 3 ad R
Boc ¥€TInG, AK;= CA, . £R ez KKz

Soit Ruw dlomadk do T qUR). 8, RIEIRY K = >::r X¢ o
AX = Zrnm -Zr m‘-m)_xx) < X.

C-\

VKC T, Ul Fm~ UK

Soit (Ey, Eq, .-, £.) & hase cauacqua do M, (m\
mw&e(\&f\ldn fyu d, Aedw.e
Boc Youe. Meﬁé&«e&\\(}a L J @cgd““‘ Kove ds A-Councida ame&;‘mdmdn

Aompe P=C . A:x f;‘ dg Xetxg
3]

o 8: 2:.1\'"& Kebhe € M (R). BEM (R)-
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EXERé \CE 49 JF.C.

| Exercice I PC | Racine carrée symétrique positive (resp. définie positive) d’une matrice réelle

symétrique positive (resp. définie positive), version 1.

A est une matrice symétrique positive (resp. définie positive) de M,,(R). On se propose de montrer qu’il existe une
unique matrice symétriques positive (resp. définie positive) B de M, (R) telle que B? = A.

Q1. Montrer 'existence d’une telle matrice (on se raménera & une matrice diagonale).

Q2. Soient B et C' deux matrices solutions du probleme.

Montrer que si X est un vecteur propre de B associé & la valeur propre v alors X est un vecteur propre de C associé
4 la valeur propre 7.

| Montrer que B = C.
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EXACRCICE 43 IFC

(Exercice } Par © Racine carrée symétrique positive (resp. définie positive) d’une matrice

réelle symétrique positive (resp. définie positive), version &
Sans doute a faire.

A est une matrice symétrique de M, (R) dont les valeurs propres sont positives ou nulles. On se propose de montrer
qu’il existe une unique matrice symétriques B de M, (RR), & valeurs propres positives ou nulles, telle que B? = A.

Q1. Montrer 'existence d’une telle matrice (on se raménera & une matrice diagonale).
Q2. Soient B et C' deux matrices solutions du probléeme,

a) Montrer qu’il existe deux matrices orthogonales R et S et deux matrices diagonales U et V telle que B = RU'R et
C = SV*S.

b) Montrer que RU*R = SV?!S. En déduire lexistence d’une matrice 7' telle que T'U? = V>T'. Montrer que
TU=VT et que B=C.

Q3. Proposer et démontrer un résultat analogue pour une matrice symétrique de M, (R) & valeurs propres strictement

positives.
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BEXERCICE /4 JF.C,

{Exercice | Racine carrée symétrique positive (resp. définie positive) d’une matrice réelle

symétrique positive (resp. définie positive), version 3.

A est une matrice symétrique positive (resp. définie positive) de M,,(R). On se propose de montrer qu’il existe une

unique matrice symétriques positive (resp. définie positive) B de M., (R) telle que B% = A.

Q1. Montrer existence d’'une telle matrice (on pourra diagonaliser A).

Q2. On se propose ici de montrer I'unicité. Soit B une matrice symétrique positive (resp. définie positive) de M,,(R)
telle que B? = A.

f (resp. g) est 'endomorphisme de £ = R™ dont la matrice dans la base canonique de E est A (resp. B). Dans la

suite £ = R™ est muni du produit scalaire canonique.

a) Montrer que g commute avec f.

b) Soit A une valeur propre de f et F le sous-espace propre de f associé.

Montrer que F est stable par g.

Montrer que la restriction gy de g & F) est un endomorphisme de F) diagonalisable & valeur(s) propre(s) positive(s).
En déduire que pour tout z dans Fy, g(z) = v z.

c¢) Conclure.
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