EAERCICE 50
JFcC
{ Exercice ’ PC | Distance d’un vecteur & une partie non vide dans un préhilbertien. Un exemple

otli la distance n’est pas réalisée.
E est un espace vectoriel préhilbertien, A est une partie non vide de E et z est un élément de E.

Q1. Montrer que {||z — a||; a € A} posséde une borne inférieure. Cette borne inférieure est la distance de x a A
que l'on note d(z, A).

On écrit le plus souvent d(z, A) = ggg llz = al|

Q2. M, (R) est muni du produit scalaire canonique et ||.]] est la norme associée. M est une matrice de M, (R).
a) Montrer qu’il existe un élément po de N* tel que pour tout p dans [po, +oo[, M — éjﬂ est inversible.

b) En déduire que d(M,GL,(R)) =

¢) On suppose que M n’est pas inversible. Montrer qu'’il n’existe pas d’élément P de GL,(R) tel que ||M — P{| =
d(M,GLy(R)).
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EXERC\CE 7

Jfc

Exercice | PC/| Réalisation de la distance d’un vecteur & un sous-espace dans un espace

préhilbertien.

Démarche utile lorsque les conditions d’application du théoréme de meilleure approximation ne sont pas toutes réunies
E est un espace préhilbertien et I’ un sous-espace vectoriel de E. x est un élément de F,

Q1. Montrer qu'il existe au plus un élément  y de F tel que: |jz — yl| = Inlg [lz — 2|
z€

Q2. Soit ¥ un élément de F. Montrer que: ||z — y|| = In}i; llz — z|| si et seulement si z — y est orthogonale & F'.
z€
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EAERAICE 07

JFC
| Exercice J PC | La distance n’est pas réalisée again.
P q Min(p.q)
E=RX]. SiP=> aXFet Q=3 b X" sont deux éléments de E, on pose:p(P,Q) = 5. apbg. ¢ est un
k=0 k=0 k=0

produit scalaire sur B
On pose encore F ={P € B | P(0) =1} et Bp = X% =1.
Utiliser I’exercice précédent pour montrer qu’il n’existe pas délément P de F tel que d(FPy, F) = ||y — P||.

On pourra utiliser la famille (X1 — X¥)en
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EAERCICE O

JFC

I Exercice l PC| Pseudo inverse

E et E' sont deux espace vectoriels euclidiens de dimensions non nulles p et n. f est une application linéaire de E
dans E' et b’ est un élément de E'.

Q1. Montrer que 13)/22 |6 — f(x)]| existe.

Q2. S est Pensemble des éléments de E qui réalisent ce minimum et by est un élément de S.

a) Exprimer les éléments de S en fonction de by et d’un sous-espace vectoriel classique.

b) Montrer que S contient un élément de norme minimum et un seul que nous noterons b.

¢) Montrer que b est caractérisé par b’ — f(b) € Im f* et b € (Ker f)*.

Q3. a) Montrer que P’application g de E’ dans F qui a tout élément b’ de E' associe 'élément b obtenu dans Q2, est
linéaire.

g est le pseudo inverse de f.

b) Donner la nature de fog et de go f.
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EXERCIC & Tl JFC

rExercice I Utilisation d’une projection orthogonale dans un probléeme d’optimisation. Ed-
hec 1999 PB.

Bon entrainement.

Pour tout entier naturel n non nul, on considere les fonctions réelles fo, f1,..., f» définies par:Vz € RY, fo(z) =e™®
et Vk € [1,n], Vz € RT, fi(z) = zFe™2.

On appelle E,, 'espace vectoriel engendré par la famille (fo, f1,-.., fn)-

On note d Papplication qui a toute fonction de E,, associe sa fonction dérivée.
Partie 1

1) Montrer que la famille (fo, f1,..., fn) est une base de E,.

2) a. Calculer d(fy), puis montrer que: Vk € [1,n], d(fx) = kfe—1 — f.

b. Montrer que d est un endomorphisme de E,.

3) a. Vérifier que d est un automorphisme de E,.

1 1

i 1
b. Justifier que:Vk € [1,n], d (Eﬁ”> = mfk—l - Efk

c. En déduire, pour tout j de [0,n], I'expression de d=*(f;) dans la base (fo, fi,..., fa)-

. too
4) Utiliser la question précédente pour montrer que, pour tout entier naturel j, l'intégrale I, = e dx
p p g J
0

converge, puis donner sa valeur en fonction de j.

+o0
5) Montrer que 'application qui & tout couple (f,g) de E,, associe (f|g) = / f(z)g(x)e® dz est un produit
0
scalaire sur FE,.
Pour tout f de E,, on note désormais || f]| la norme de f.

Partie 2
1) On pose Ep—1 = Vect(fo, f1 .-y fn-1)-

a. Rappeler le théoréme qui assure l'existence d’un unique élément h de E,_; vérifiant: || f, — hl| = ILI}f 1 fn — gll.
gE€Ln -1

n—1
On pose désormais h = — E a; f;.
=0

b. Pour tout & de [0,n — 1], rappeler pourquoi f, —h L f.

n—1
¢. En déduire que pour tout k élément de [0,n — 1] : Z a;(j+ k) +(k+n)=0.
=0
n—1
2) On considere la fonction P définie pour tout  réel par: P(z) = ag+ Z a;j{z+1).. {z+7)+(@z+1)(z+2)...(z+n).
j=1

a. Vérifier que Yk € [0,n — 1], P(k) = 0.
b. En déduire explicitement P, puis vérifier que P(n) = nl.

3) a. Montrer que || fn — Al* = (fn = 2| fn).

400 n—1 2
b. En déduire la valeur de m = Inf : / <x” - Z ak:vk) e % dx.
0
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EAERCICE 55 JF.C.

i

Exercice Matrice du produit scalaire.

B = (e1,ez2,...,en) est une base quelconque d’un espace vectoriel euclidien E.

On considere la matrice A = (< e;,¢; >) de M,(R). C’est la matrice du produit scalaire dans la base B.
QL. z et y sont deux éléments de E. On pose X = Mg(z) et Y = Mp(y).

Montrer que < 7,y >=‘XAY = ‘VAX =< X, AY >=< Y, AX > et que ||z|| = VIX AX.

Q2. B' est une seconde base de E, A’ est la matrice du produit scalaire dans B’ et P est la matrice de passage de B &
B. Montrer que A’ =tPAP.

Q3. Montrer que A est une matrice symétrique de M, (IR) et que ses valeurs propres sont des réels strictement positifs.

) °
Enoncer et démhtrer une réciproque.

. Paurx( )7,( ) Z= A)’-(’-) Pewow scoe A=lag) !t
L n

VCCEM(I 3¢ _Zn,_-j 3&,: ?:
‘:

N

Cryy= < g:x: €, ;g@ § 7= Z?;' TGRS

{5 - E_h ( Z.<ﬁ,t‘>g‘) = g!téc =€xz- Exay =<X,AY7-

t..:l

<z,3> = Exny=<AAY>. Paumpuiliic du podinl acclaie o

Qounc <x,4?- 7R X~ <¥,AXY -

Gaetcae < ier: CXAX: CK,AXT7. Dec et = Y éanx =Yy

(@2) Soind werv/deupUonah qudcaques de Mlx, ).
W e g Boads do & do whoce aleky/dam 8’
§oied X dy Cos meShices de K.J"d dose B. A-Px' el = 97

" . '
Ex' W yl= <xyye LARY s HEAIAOY' = Ix EPAPY

Ause Ext(A'-temPlY'=0.
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ERERCI\CE 5S¢

Exercice - n est un élément de [2,+cof et E est un espace vectoriel euclidien de dimension n dont le produit

scalaire est noté < .,. >

B =(e1,e2,...,en) est une base quelconque de E. On pose:Vr € E, f(z) = Z <z, ep > eg.

a) Montrer que f est un endomorphisme de E.
b) Montrer que f est un automorphisme de E.

¢) Que dire de f lorsque B est une base orthonormale de E. Enoncer et démontrer une réciproque.

a) Montrer que f est symétrique.

b) Prouver que les valeurs propres de f sont strictement positives.

a) Soit ¢ un élément de [1, ).

Montrer qu’il existe un unigue élément e/ de E orhogonal aux vecteurs ey, ez, ..., &,_1, €41, ..., &y et tel que
< 6_;, e; >= 1.
b) Montrer que B’ = (e}, e}, ..., e,) est une base de E et préciser la matrice de f relativement aux base B' et 5.

Facultatif Montrer qu’il existe un automorphisme symétrique s de E| & valeurs propres strictement positives
tel que s = (s o f)~*. Vérifier que (s(e1), s(e2), ..., s(en)) est une base orthonormale de E.
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EXERCV\CE 57

JFC

FExercice | LYON 1997 PB 1 Utilisation de la matrice d’un produit scalaire pour trouver une

projection dans un probléme d’approximation d’une fonction continue par un polynéme.

Bon entrainement.

On note E Pespace vectoriel réel des applications continues de [0, 1] dans R.

On passe... Montrer que Papplication ®: Ex E — R (f,g) — /1 f (@) g(¢) dt est un produit scalaire sur
E. 0

On note ||.|| la norme associée & ce produit scalaire.

Soit n € N tel que n > 2. On note E, le sous-espace vectoriel de E formé des fonctions polynomiales définies sur [0, 1]
et de degré inférieur ou égal & n — 1, et, pour tout i de [1,n], e; I'application de [0, 1] vers R:¢ — t~L.

On rappelle que (ey,...,e,) est une base de E,,.

Calculer, pour tout (,) de [1,n]°, ®(es,e;).

1 1
1 i bl
2 n
1ol 1
On considere la matrice carrée réelle d’ordre n: H, = 2 3 n+1
1 1 1
n n+l = 2n-1

Etude du cas n = 2

Rappeler un résultat essentiel sur Uinversibilité d’une matrice d’ordre 2.
a) Détern_liner les valeurs propres de la matrice Hs.

b) La matrice Hy est-elle diagonalisable ?

¢) Montrer que la matrice Hy est inversible et calculer son inverse.

Dans toute la suite du probléme, n désigne un entier supérieur ou égal a 2.

Etablir que la matrice H,, est diagonalisable.

a) Soient P € B, Q) € E,,.

n
On note a1, ..., a, les réels tels que P = Z aze;, by,..., by, lesréels tels que Q = Z bse;, A et B les matrices-colonnes
i=1 i=1
aq bl

définiespar: A= | : | et B=

an br
Montrer: (P, Q) = *AH,B ol ' A désigne la transposée de A.

b) En déduire que les valeurs propres de la matrice H,, sont toutes strictement positives ( Ok on utilise ce qui
précéde mais on est prié de faire trés propre et surtout dans le bon sens).

c) La matrice Hy, est-elle inversible ?

Soit f € E. On note, pour ¢ € [1,n], §; = ®(e;, f).



A

On considere les matrices-colonnes B et Ay définies par B= | : | et A9 = H,'B.
B
1 n
On note aq, ..., a, les réels tels que Ag = o |, et Py le polynéme défini par: Py = z 6.
[0 7% i=1

On considere Papplication d : Ep, — R P+ ||P — f]]

a) Montrer:Vi € [1,n], &(e;, Po— f)=0.

b) En déduire:VQ € E,, ®(Q,F — f) =0.

¢) Etablic : VP € E,, ||P - fl|> = ||P — Pol*> + |1 Py — .

d) Démontrer que d admet un minimum et que ce minimum est atteint en Py et en Py seulement.

e) Montrer: [|[Po — f||* = || f||* — [| ol

1
f) Un exemple: On choisiticin=2et f: [0,1] — R t ‘t - 5‘ Calculer Py et d(Fp).
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