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} Exercice | Approximation discrete.

n € N. f est une application d’un intervalle / de R dans R. zg, z1, ..., p sont p+ 1 points deux & deux distincts de
I. On se propose d’approximer f par une fonction polynémiale de degré au plus n. On cherche alors P dans R,[X]

tel que:
D

h(P)=>_ (P(zx) — f(zx))® soit minimale.
k=0

h est donc une application de R,[X] dans R* dont on cherche le minimum et les ”points” oit ce minimum est |

atteint

Q1. On consideére l'application ¢ de R,[X] dans RP! qui & P élément de R,[X] associe

b(P) = (P(zq), P(z1), ..., P(2p)).

a) Montrer que 9 est un isomorphisme de Rp[X] sur RP+L.

b) En déduire qu'il existe un élément Py de R,[X] et un seul tel que:Vk € [0,p], Pr(zr) = f(zk)-

Q2. Dans cette question n > p.

a) Montrer que le minimum de h existe et en donner la valeur.

b) Trouver Pensemble des éléments de R, [X] sui réalisent le minimum de h (on distinguera deux cas, n = p et n > p).

P
Q3. Désormais n < p. On pose: V(P,Q) € (R,[X])?, < P,Q >= Z P(z,)Q(zg).
k=0

a) Montrer que < .,. > est un produit scalaire sur R,[X]. On notera ||.|| la norme associée.

b) Montrer que pour tout élément P de R,[X], h(P) = ||P — P;||?>. Résoudre le probleme initial en utilisant le cours.
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EAERCICE ©
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r Exercice ’ Exercice d’oral HEC 2007

Bon exercice d’entratnement
Q1. Définition et propriétés d’un produit scalaire.

On considére 'espace vectoriel £ = R™, muni du produit scalaire canonique (noté < .,. >) et de la norme euclidienne
associée (notée |].|]).

Soient f et g deux endomorphismes de E tels que Yz € E, ||f(z)]| = llg(z)].

Q2. Montrer que V(z,y) € E?, < f(z), fy) >=< g(z),g(y) >.

Q3. On suppose, pour cette question seulement, que 'application f est bijective.

Montrer qu’il existe un unique endomorphisme u de E tel que g =uo f.

Montrer de plus que, pour tout z dans E, {|u(z)]] = ||z]}.

Q4. On ne suppose plus nécessairement que f est bijective.

a) Montrer que Ker f = Kerg.

b) Soit (f1, f2,. .., fr) une base orthonormée de Im f (JF : mouais ?).

Montrer qu’il existe une famille (e, es,...,e,) d’éléments de E telle que, pour tout ¢ dans [1,7], f; = f(es).
Montrer que la famille (g1, g», . . ., g-) définie, pour tout ¢ dans [1,7], par'g; = g(e;) est une base orthonormée de Im g.
¢) Justifier que les familles (f1, f2,..., fr) et (g1, 92, .., 9r) peuvent étre complétées en des bases orthonormées
F=(f1,f2-fn) et G=(g1,92,.-.,9n) respectivement, de FE.

Soit u 'endomorphisme de E tel que Vi € [1,n], u(f;) = ;.

d) Montrer que Vz € E, |lu(z)|| = ||z|| et que g =uo f.

e) L’endomorphisme v ainsi défini est-il unique? JF Hum, la réponse est oui! Il faut comprendre :u est-il le seul
endomorphisme de E vérifiant les deux qualités du d) ¢
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Exercice  n est un élément de [2, +oof et B =R,[X].

2 _ [T PHRE)

V(P,Q) € B, w(P,Q)_/_I T,
Q1. Justifier la définition de ¢ et montrer que c’est un produit scalaire sur Z.
Q2. Montrer que: Yk € [0,n], 31Tk € E, Yz € R, Ty(cosz) = cos kz.
Q3. Moutrer que (7y,T3,- .., T,) est une base orthogonale de R,[X].
Q4 Montrer que T;, admet n zéros dans | — 1,1, Nous noterous g, 21, ...,Zn—1 ces zéros (1 > zg > 2y > -+~ >
Tp_1 > —1).
Q5. Montrer que si P est un élément de R, [X]:

S ¢
[ e ZP(“’”

Montrer que cecl vaut encore pour P élément de Ry,,1[X] (on pourra diviser P par 7,).
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Dxercwe - B= \61,62, s En) est une e base orthonormale de l’espace vectomel euchdlen E. f est un endomor-
phisme de E.
Q1. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.
i) Y(z,y) € B2, < f(2), fly) >=< &,y >

i) (fe1), fe2),. .., f(en)) est une base orthonormale de E.

i) Yo € B\ {|f(z)l| = {|ell
(on pourra se rappeler qu'’il est possible d’exprimer le produit scalaire & 1’aide de la norme).
Q2. Dans toute la suite f vérifie i). Montrer que f est un automorphisme de E et que f~! vérifie également i).
Q3. g = f — Idg. Montrer que ker g et Im g sont supplémentaires et orthogonaux.

Q4. ¥n € N*, fn:%(IdE+f+f2+-~-+f”—l)4

a) Calculer f,(y) pour n dans N* et y dans ker g.
b) 8i z est dans Tmg, montrer que: Iim fa(2)]l = 0.
¢) Déduire de ce qui précéde que, pour tout élément ¢ de F, la suite ( fa (x)) , converge dans E vers un élément que

nous noterons £(z). Que dire de Vapplication £7
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EAERCICE -

Exercice

Soit p € N, p 2 2. On considére I'espace vectoriel M,(R) des matrices carrées d’ordre p & coefficients réels. Pour tout
A € Mp(R), on note 'A la matrice transposée de A.

Z1 Yi )
Siz=1] : |ety=1| © | sont deux vecteurs de R?, on pose
Ly Up
P
(33, y) = E TrYk
k=1

Siz € R?, on note ||z|| = +/{z, z} la norme euclidienne de z.
Enfin, si E est un sous-espace vectoriel de R?, on note E+ Iorthogonal de E.
1. Soit A € Mp(R).

a) Montrer que Im(A) C [Ker(*A)]*.

b) Montrer que [Im(A)]* C Ker(*4).

¢) En déduire que Tm(A) = [Ker(*4)]*

2. On considére la matrice A € M, (R) définie par :

0 0 ... ... ... 0
I :
A=’ :
o
0 0 2 0

a) Déterminer le noyau de *A.

b) Montrer que tout vecteur © € R? se décompose de maniére unique sous la forme : x = 2’4+ Az", avec z’ € Ker(’4)
et 2" € Tm(*4).
On pose alors " = u(z). Vérifier que ’on définit ainsi un endomorphisme de RP. Déterminer la matrice B associée &

u dans la base canonique de RP.
¢) Montrer que AB est la matrice de la projection orthogonale sur I'image de A.

d) Cal.culer BA. Que constatez-vous ?

3. Reprendre la construction et les calculs précédents pour une matrice A quelconque de Mpy(R).
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EXERCICE &3 JFC. p 1

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On note E le R- espace vectoriel R” muni de son produit scalaire canonique noté < .,. > et de norme associée notée
-1l

On note B la base canonique (e1, ez, - +,e,) de R™, qui est orthonormée pour ce produit scalaire.

On considére 'endomorphisme f de E tel que pour tout 7 € [1,n], f(e;) =e1 +e2+...+ €.

On note I la matrice carrée unité d’ordre n .

Etant donnés n réels a1, as, ..., an, 0N pose m = Min(aq, as,- -, ap) €t on suppose que m > n.

On note d 'endomorphisme de E tel que pour tout ¢ € [1,n], d(e;) = a;e;.

On note enfin g 'endomorphisme de E défini par g = f + d.

a) Montrer que le vecteur w = e; +eg+- - - +e, est un vecteur propre de f. A quelle valeur propre est-il associé 7
b) Déterminer Im f et en préciser une base orthonormée.

c) Prouver que Ker(f) est le sous-espace vectoriel de E de base B' = (e —e1,e3 —€1,...,e, — €1).

d) Justifier que Im f = (Ker(f))*.

e) En déduire qu’il existe une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de f, et que pour tout vecteur u de
E, [[f@)l < nlull.

a) Justifier que d est un automorphisme de E .

b) Montrer que pour tout u de E, ||d(u)|| = m |ju||, et que pour tout v de E, ||d™*(v)|| < —nl; [|v]]-

¢) Prouver que pour tout vecteur non nul u de E, ||f(u)|] < ||d(w)]|.

d) En déduire en étudiant Ker(g) que 'endomorphisme g est un automorphisme de F .

Soit un vecteur v fixé de E. Il existe d’aprés le 2 d) un unique vecteur u de E tel que g(u) = v.

On considere alors la suite (ug)ren de vecteurs de E définie par:ug = v et Vk € N, upq1 =d ™ (v) — (7 o ) (ug).
a) Vérifier que u = d=1(v) — (d7* o f)(u).

b) Montrer que pour tout entier naturel k: ugyq —u = —(d—1 o f) (ug — u).

c¢) En déduire que pour tout entier naturel & : [Jug1 — ul| < L [lug — u|]. Montrer enfin que kligr_l [lug — u)| = 0.
m —+00
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EXERCICE 64

Exercice  E est un espace vectoriel euclidien de dimension n. F est un sous-espace vectoriel de £ et p la
, projection orthogonale de £ sur F.

Q1. Si « est élément de E et si 2 = &1 + x5 avec (z1,22) € F x FL, on pose: 0(z) = z1 — 5.

a) Exprimer ¢ en fonction de p et Idg.

b) Montrer que ¢ est un automorphisme involutif de E.

¢) Montrer que : Ve € F, {lo(z)|] = {jz]].

Q2. ¢ est une seconde projection orthogonale de E sur un sous-espace GG de . On pose 0/ = 2¢ — Idp. Montrer que:

Vu € B, lp(u) = g(u)lf < lufl-

Q3. a et b sont deux vecteurs non nuls de & tels que :||a — b|| = {lal] + [13].

Montrer que: — < a,b >= ||a|| {|b]]. En.déduire en s’inspirant de la démonstration de Cauchy-Schwarz qu’il existe un
rée] strictement positif A tel que: b = —Aa.

Q4. On suppose qu’il exite un élément non nul u de E tel que : ||p(u) — q(u)|| = [Ju]].

Montrer que:||o(u)'— o' (w)|| = ||o(w)]| + [|o'(w)]]. En déduire que:o(u) = —¢'(u).
Prouver alors que: FNGL £ {0} ou F- NG # {0g}.
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Exercice

B = (e1, €2, e3) est une base orthonormée d’un espace vectoriel euclidien (E, < .,. >). On note ||.|| la norme associée
au produit scalaire de E.

1 1 0
Soit f l'endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est: A = L 1 -1 0 |.
VZlo 0 3

Vérifier que A% = I;. Quen déduire pour f 7
a) Montrer que Ker(f — Idg) est un plan vectoriel dont on donnera une base orthonormsée.
Montrer que Ker(f + Idg) est une droite vectorielle dont on donnera une base orthonormée.

b) Vérifier que Ker(f — Idg) et Ker(f + Idg) sont orthogonaux.

¢) En déduire que le peut trouver une base orthonormée B’ = (e}, ej,e3) telle que la matrice de f dans B’ soit

1 0 0
T=101 0 }.
00 -1

1
On pose pour tout n dans N*: f,, = - (IdE+f+f2+---+fn—1)-

a) En travaillant dans la base B' , montrer qu’il existe un endomorphisme £ de E tel que:

Vue B, lm_|fa(u) - £u)] =

b) Préciser la nature et les éléments de £ et en donner la matrice dans la base B.
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EXERCY(E 46 JF.C. p. 1

E est un espace vectoriel euclidien de dimension n non nulle.

QL. p € [2,+oo[. Soit (z1,%3,...,2p) une famille d’éléments de E obtusangle c’est & dire telle que

V(Z,J) € [[1527]]2, '075,7 =< T, x5 > < 0.

L
F= (Vect(:cp)> . Pour tout ¢ dans [1,p — 1], on note y; la projection orthogonale de z; sur F.
Montrer que la famille (y1, 2, ..., yp—1) est encore obtusangle.
Q2. a) Montrer qu’une famille obtusangle de E est de cardinal au plus n + 1.

b) Montrer F posséde une famille obtusangle de cardinal n + 1.
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