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ECRICOME 2013

EXERCICE 1

’ Nous supposerons dans cet exercice que k est supérieur ou égal a deux...

1. tB="*(*AA) =tA'(*A) =*AA = B.

’ ‘B = B. B est une matrice symétrique de M, (R). ‘

Soit X un élément de M,, 1(R). < BX,X >=< X,BX >='X(BX) = X" AAX =1(AX)AX = ||[AX|].

VX € Mo1(R), < BX, X >=[|AX]] |

2. B est une matrice symétrique & coefficients réels donc ses valeurs propres sont réelles.
Autrement dit : Spe B = Spy B.

Soit A une valeur propre de B et X un vecteur propre associé. X # Opq, ,(r) et BX = A X.
|[AX||? =< BX, X >=<AX, X >= ) < X, X >=)\||X|]% Or || X||? #0 car X # OM,, 1 (R)-

_ AXP

Alors A\ =
1X11?

donc A est positif ou nuls.

’ Toutes les valeurs propres de B sont réelles et positives ou nulles. ‘

3. Notons que A =*(tA) = 1(AF) = (*fA)* et que B =1AA = A*A = A1, Alors:
Bk — (Ak+1)k — (Ak)k+1 — (tA)k+1 — tA(tA)k —tAA = B.

B* = B.

B —B =0y, (r) donc X ¥ — X est un polynoéme annulateur de B. Alors les valeurs propres de B, qui sont des réels
positifs ou nul , appartiennent & ’ensemble des racines réelles positives ou nulle du polynéme X* — X.

Or les racines réelles positives ou nulle du polynéme X* — X sont 0 et 1 (k > 2...).

Ainsi les valeurs propres de B sont des éléments de {0,1}.

’ Les valeurs propres possibles de B sont 0 et 1. ‘

4. B est une matrice symétrique de M,,(R) donc B est diagonalisable. Mieux, il existe une matrice orthogonale P
de M,,(R) et une matrice diagonale D de M,,(R) telles que ‘PBP = P~1BP = D. Notons que B = PDP~!.

Posons D = Diag (o, ;. ..,ay). D est semblable & B donec SpD =SpB. Or SpD = {ay,as,...,an}.

Ainsi, pour tout élément k de [1,n], a; vaut 0 ou 1. Donc, pour tout élément k de [1,n], af = ay.



D? = Diag (a?,03,...,a2) = Diag (a1, 2, ...,a,) = D. Alors B> = (PDP~')? = PD?P~! = PDP~! = B.
B? = B.

5. e Soit X un élément de Ker(B). BX = O, , &) donc, d’apres Q1, [[AX|]> =< BX, X >=< 0, , (), X >= 0.
Alors ||[AX]|| = 0 donc AX = 0, ,(r)- Par conséquent X appartient a Ker(A).

e Réciproquement soit X un élément de Ker(A). AX = 0, ,(r) donc BX ="AAX ="A0r, (&) = Opm,, 1 (R)-
Ainsi X appartient a Ker(B).
Finalement VX € M,, 1(R), X € Ker(B) <= X € Ker(4). Alors:

| Ker(B) = Ker(A). |

Soit Y un élément de Im(B). Il existe un élément X de M, 1(R) tel que Y = BX.
Y = BX =tAAX = A*AX = A**1X = A(A*X) donc Y apparient & Im(A).
Ainsi Im(B) C Im(A). Montrons alors que ces deux sous-espaces vectoriels ont méme dimension.

Le concepteur s’autorise a parler de noyau et d’image d’une matrice, autorisons nous a utiliser le théoreme du rang
pour A et pour B.

dim Ker(B) = dim Ker(A) car Ker(B) = Ker(A4). Alors dimIm(B) = n —dim Ker(B) = n — dim Ker(A4) = dim Im(A).
Nous avons donc Im(B) C Im(A4) et dimIm(B) = dimIm(A). Alors:

| Tm(B) = Im(4). |

6. Soit X un élément de Im(A). Alors X appartient & Im(B). Par conséquent il existe un élément Z de M,, 1(R) tel
que X = BZ.

Donc BX = B2Z = BZ = X (ce qui n’est pas un scoop... pour une matrice de projection).
Alors, d’apres Q1, ||AX|]? =< BX, X >=< X, X >= || X%

Comme [|AX || et || X|| sont des réels positifs ou nuls: ||[AX]|| = || X||. Ainsi:

(VX €Im A, [AX]| = [|1X]. |

Les nostalgiques pourront regarder sur le méme théme ECRICOME 2000 exercice 1.

Remarque 1l est clair que ce qui précéde ne vaut pas pour k = 1.

Supposons que k = 1. L’hypothése A¥ =t A devient A =tA ce qui signifie que la matrice A est symétrique.

On a alors B =tAA = A? et, B2 = B équivaut a A* = A%2 . Or A symétrique ne donne pas nécessairement A* = A2 !

Par exemple la matrice 2 I,, est une matrice symétrique de M,,(R) mais (2 I,)* n’est pas égal a (21,)?.




EXERCICE 2

1. Etude de f.
(a) Notons que f est de classe C! sur R? car c’est une fonction polynomiale.

of 1 f of 1 :
De plus V(z,y) € R? %(:c,y) =z (22 — 42° + 2y) et a—y(z,y) =z (2y — 4y® + 22).

Soit (a,b) un élément de R?.

a+b—2a2=0
a+b—208=0

0 0
Vf(a,b) =02 < a—i(a,b) = a—z(a,b) =0<=

1

= (2a — 4a® +2b) = 0

1 <~ {

: (20— 4b° +2a) = 0

En remplacant la deuxieme ligne par la différence de la deuxieéme et de la premiere on obtient :
a+b—2a>=0 {a+b2a30 {a+b2a30

2a3 — 263 =0 a® = b3

On peut donc déja dire, avant de continuer que :

a=>b

Vf(a,b) = Ogs < {

’ si (a,b) est un point critique de f, a = b! ‘

a+b—2a*=0 a="b a=b
Vf(a,b) =0ge < — — .
a=2> 0 = 2a — 2a® = 2a(1 — a?®) = 2a(1 — a)(1 + a) a€{0,1,-1}

Vf(a,b) =0rz <= (a,b) = (0,0) ou (a,b) = (1,1) ou (a,b) = (-1,-1).

Notons que f(0,0) =0et f(1,1) = f(-1,-1) = %

2
Les points critiques de f sont (0,0), (1,1) et (=1, —1). De plus f(0,0) =0et f(1,1) = f(-1,-1) = E

Tu rigoles coco, nous on admet rien. On montre !

2 1
Soit (x,y) un élément de R%. Posons D(z,y) = f(z,y) — E (z® +9°) + 0 (z* + y2)2 et montrons que D(x,y) < 0.

1 2 1
D(@y) =z (@ (1=2%) +y* (1 —y*) + 22y) — = (2* +°) + 35 (« +v7)”.
1
D(z,y) = 0 (22% (1 — 2°) +2y° (1 — y?) + 4oy — 42° — 4y° + (2° + ¢°)?).
1 1
D(z,y) = m (227 — 22t + 2% — 2t 4 Aoy —42® — 4P + 2t ot 22%y?) = T (x4+y4—2x2y2—|—2x2+2y2—4xy).
1
D(z,y) = -1 ((x2 — ) +2(x — y)Q) Donc D(z,y) < 0.
2 9 2 L s 2)2 i 2 9 2 Lo 2)2
Alors f(x,y)fg(x +y )Jrﬁ(:r +y ) < 0 et ainsi f(z,y) < g(x +y ) fm(z +y ) .
2 2 9 2 Ly 2)2
- , 2t 1
(b) g est dérivable sur R, et Vt € Ry, ¢'(t) = ETET 5(2 —t).

vt €[0,2], ¢'(t) >0, ¢'(2) = 0 et Vt €]2, +o0[, ¢'(t) < 0.



Alors g est strictement croissante sur [0, 2] et strictement décroissante sur [2, 4+o00].

t——+o0

2
De plus ¢(2) = £ et lim ¢g(t) = —oo. Par conséquent :

2
g n’admet pas de minimum sur R;. g admet un maximum global sur R, qui vaut 3 et atteint en le seul point 2.

1
(c) Ve € Ry, g(t) < - Donc¥(w,y) € R?, f(z,y) < £ (+"+y%) —35 (@+5?)” = g(a®+4%) < = = g(1,1) = g(~1,-1).

(S0 V)
(G201 )
ot DN

2
Alors f possede un maximum qui vaut 5 et qui est réalisé en (1,1) et (—1,—1). Notons que f(0,0) = 0 et que, f

étant de classe C! sur 'ouvert R? son maximum ne peut éte réalisé que pour un point critique. Alors:

2
f posséde un maximum qui vaut E et qui est atteint en les seuls points (1,1) et (—1,—1).

1 2
Ve e R, f(z,—x) = 5(2:52(1 —2?%) —22%) = — z* donc lim f(x,—x) = —oco. Pas de doute:

r——+o0

’ f n’est pas minorée sur R?. ‘

2. Programmation de la suite (4, )n>0-

Pas de difficulté mais ne pas oublier la variable ”tampon” et penser aux cas ou N vaut 0 ou 1...

program Ecricome_2013;

var k,N:integer;a,b,t:real;

1
2
3
4
5 begin
6
7 write(’Donner N. N=’);readln(N);
8
9

write(’Donner u_0. u_0=’);readln(a);

10

11 write(’Donner u_1. u_1=’);readln(b);

12

13 for k:=2 to N do

14 begin

15 t:=(a*a*(1-a*a)+b*b* (1-b*b)+2*a*b) /5;
16 a:=b;b:=t;

17 end;

18

19 if N=0 then b:=a;

20 writeln(’u(’,N,’)=’,b);
21

22 end.




3. Etude de la suite (uy)y>0.

2
5
Montrons a ’aide d’une récurrence ”d’ordre 2” que, pour tout élément n de N, u,, > 0.

(a) Vn €N, upyo = f(un,upt1) < = < 1. De plus ug et uy appartiennent & [0,1]. Alors Vn € N, wu, < 1.
e La propriété est vraie pour n =0 et n = 1 car ug et u; sont deux éléments de [0, 1].

e Supposons la propriété vraie pour n et n + 1, avec n dans N, et montrons la pour n + 2.

1
Un42 = f(una un+1) = 5 (UEL (1 - ui) + u721+1 (1 - u?wrl) + 2unun+1)~
L’hypothese de récurrence indique que u, > 0 et u,41 = 0. De plus nous savons que u, <1 et u,41 < 1.
Alors uy, et u,41 sont deux éléments de [0,1]. Donc u?, 1 —uZ, u? | et 1 —u2, sont des réels positifs ou nuls.

Par produit uZ (1 —u?), uZ; (1 —u?, ;) et 2u,u, 41 sont également des réels positifs ou nuls.

1
Alors u,19 qui vaut 3 (ui (I—u)+uZ, (L—uiyy)+2 UnUn+1) est positif ou nul. Ceci achéve la récurrence.

Ceci acheve également de montrer que :

’VnGN, Ogungl.‘

2 1 2
V(z,y) € R?, f(z,y) < s (z® +y?) — o (22 +y%)° < s (2® +9?) et V(z,y) € [0,1]%, 2® <z et y? < y.
2 2
Alors V(w,y) € [0,1]%, f(z,y) < £ (2" +y°) < £ (z+y).

Soit n dans N. wu, et u,41 sont dans [0, 1] donc upt2 = f(tn, Unt1) < (un + Un+1). Ainsi:

ot Do

Vn €N, upto < % (un —|—un+1).

(b) Montrons & l'aide d’une récurrence ”d’ordre 2”7 que, pour tout élément n de N, u,, < a,.
e La propriété est vraie pour n =0 et n =1 car ug = ag et uy = a;.

e Supposons la propriété vraie pour n et n + 1, avec n dans N, et montrons la pour n + 2.

(an +an+1) = An42-

(231 )

. 2
L’hypothese de récurrence indique que u,, < @, €t Upy1 < Gppq. Alors gy o < 5 (un—i—unH) <

Ceci achéve la récurrence. Finalement :

Vn eN, u, <ap.

(c) La suite (an)n>o vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 dont ’équation caractéristique est :

zECet22:§(z+1).

2 2 2 2
2 2 2 1 1 2 1 1 1 1 11
Soit z un élément de C. 22—7(2—1—1):22—72—7: z——| (=) ——==(z2—= 110 z2—— ) ——-
5 5 5 5 5 5 5 25 25 5 25

2 1 vI11 1 V11
22,g(z+1) = <25+5> <z) Par conséquent :

22:
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1

Posons r =

V11 ; 1 V11
— e
5 5 5
Le cours montre alors qu’il existe deux réels A et u tels que Vn € N, a,, = Ar™ + ps™.

’ 1l existe quatre réels A, pu, r, s tels que Vn € N, a,, = Ar™ + p s™. ‘

1 v11 1 16 1 4
0<S:3+T<E+T:g+g:1 AlOI‘S‘S‘<1dOnCnEIEOOSn:O.
2 1-+11 3 3 2
3=+0< VIl <1 =4:-3> VII> 4; 2>1-VII> -3; 2 >~ > 2 2 <r<
Alors |r| < 1 donc lilf r™ = 0. Finalement liIJIrl r’t = 1ilf s" =0.

Vn €N, ap, = Ar" + ps”, donc lim a, = 11111 (Ar™ 4+ ps™) =0.

n—-+4oo

Ainsivn e N, 0 < u, <a, et lim a, =0 donc, par encadrement, on obtient lim wu, = 0.

n—-+oo n—-+o0o

’ (Un)n>0 converge vers 0. ‘

s = — + ——- L’équation caractéristique admet donc deux racine réelles distinctes r et s.




PROBLEME

Dans tout ce probléme, sir et s sont deux éléments de N tels que r < s, on notera [r,s] ’ensemble
{r,r+1,...,s}.

PARTIE 1: Calculs de discrétisées.

1. Notons que la commande random crée aléatoirement un réel appartenant a [0, 1] (et pas [0,1]) et que floor ne
semble pas faire partie de Turbo-Pascal.

Notons encore que ¢ — at définit une bijection de [0, 1] sur [0, a] ou de [0, 1] sur [0, al.

1 function pipo(a:real):integer;
2 begin

3 pipo:=floor(a*random) ;

4 end;

2. Soit k£ un élément de Z.

k+1
PXg=k)=Pk<X<k+1)=Pk<X<k+1)= / f(z)dx car X est une variable aléatoire & densité de
k
densité f.

k+1
k€ Z, P(Xy=k) = / (@) da.
k

1
3. Posons Vz € R, fx(z) =< N
0 sinon

siz e, N]. fx est une densité de X.

X4(92) = [0, N] (on pourrait presque stirement dire que X4(Q) = [0,n — 1]...).

k+1 k+1 1 1
vk € [0, N — 1], P(Xd:k):/k fx(x)dxz/k Sdr=(k+1-k) x = =~
k+1
P(Xq=N) :/ fx(x)dx =0 car fx est nulle sur |N, N + 1].
k
= ik<N
X4(Q) =[0,N] et Vk € [0,N], P(Xa=k) =4 N .
0 sik=N

’ On peut sans doute dire que X, suit la loi uniforme sur [0, N — 1]... ‘

4. Posons Yk € [1,9], L(k) = 1n(110) In <k ;gr 1>'

e [1,9] est fini.

oWk € [1,9], Lk) = — m(k“): 1)111(1—1—1)20.

In(10) k In(10 k
2 1 9 k+1 1 9 1
° kz:l L(k) = In(10) kX::l In ( A > = In(10) kz:l (hl(k +1) - hl(k)) = m (111(10) _ ln(l)) -1

Ceci suffit pour dire que L est la loi de probabilité d’une variable aléatoire discrete.
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Remarque Notons que les points deux et trois donnent Vk € [1,9], L(k) € [0,1]. II n’est donc pas utile de vérifier
que Vk € [1,9], L(k) < 1.

Pour ne pas contrarier le concepteur nous dirons alors que ’on définit bien (sic) une variable aléatoire discrete Y

1 kE+1
Y(Q)=1]1 1 PY=k=——In|——].
en posant Y (Q) = [1,9] et Vk € [1,9], P( k) In(10) n( p )
1 .
—  size[L,10] . N
Posons Vz € R, f(z) ={ (In(10)) . Montrons que f est une densité de probabilité.
0 sinon

e f est de toute évidence positive sur R.
1

e © — 0 est continue sur R et x — — est continue sur R*. Alors f est continue sur | — oo, 1], [1, 10[ et [10, 4o0].
x

Ceci suffit pour dire que f est au moins continue sur R — {1, 10} donc sur R privé d’un ensemble fini de points.

1 +oo
e f est nulle sur | — oo, 1] et sur [10, +oo[ donc / f(t)dt et / f(t) dt convergent et valent 0.
—o0 10
v 1 At 1 v 1 _ In(z)
va € [L,10]; /1 TWdt =150 | % = mao) {ln(t)}l = Tagi0) @) ~ () = {5

. * . In(z)
Al 1 t)dt = 1
ors lim | fH)de=lim 1000

10
= 1. Donc / f(t)dt converge et vaut 1.
1

“+o00
Alors / f(t) dt converge et vaut 1.

Ceci acheve de montrer que f est une densité de probabilité.

Soit X une variable aléatoire & densité sur (€2, .4, P) admettant f pour densité. X prend ses valeurs dans [1,10[ donc
X4 prend ses valeurs dans [1,9].

k+1 k+1
Wk € [1,9], P(Xq= k) :/k F(t)dt = @ /k %: ln(110) [ln(t)KH _ ln(llo)(ln(k+1) (k).

1 k+1
Donc Vk € [1,9], P(Xq=k) = In ( + ) Ceci acheve de montrer que Xy suit la loi de Y.

In(10) k
1 .
——— size[1,10]
La fonction f définie par Vo € R, f(x) = (ln(lO)) x est une densité de probabilité et si X est
0 sinon
une variable aléatoire sur (2, A, P) de densité f, sa discrétisée X, suit la loi de Y.

5. (a) Notons F,, la fonction de répartition de nX et Fx la fonction de répartition de X.
1—e** sizel0,+oo
Vo € R, Fx(l'):{ [ [
0 sinon
Soit « un élément de R. F,(z) = P(nX <z)=P (X < — .

x) B {1—6_)‘2 si z € [0, 400]
0 sinon

l—e =7 sizel0,+oo

Ainsi Vz € R, F,(z) = { . On reconnait la fonction de répartition d’une variable aléatoire

0 sinon

A
qui suit la loi exponentielle de parametre —- Finalement :
n



A
1. nX suit la loi exponentielle de parametre —-
n

A
—_— e n
n

0

_ T osixe|0,4o00]

2. La fonction f,, définie par Vo € R, f,(z) en est une densité.

sinon

(b) nX prend ses valeurs dans [0, oo donc [nX |(2) = N. Soit k& dans N.
P(InX]=k)=Pk<nX <k+1)=Pk<nX <k+1)=F,(k+1)—F,(k)=1—e 2D 14 ek

P(InX]=k) = emnk_emn (D) = (1-— e*%)e*%’c =(1- e*%) (e*%)k. Ainsi:

InX|(Q)=NetVk €N, P([nX] =Fk)=(1 — ) (e—%)’“.

(InX]+1)(Q) =N~

* _2 _ANk-1 A a0\ k-1
De plus Vk € N*, P([nX|+1=k)=P(InX]|=k—-1)=1-e ) (e ) =(1-c¢ n)<1_(1_e n)>

A
Notons que 1 — e appartient a ]0, 1] car —— est strictement négatif. Alors plus de doute :
n

[nX ] 4 1 suit la loi géométrique de parametre 1 — e

(c) Soit x un élément de R..

Version 1

[nX]
P(Y,<z)=P = <z ) =P(nX|<nz)=P(|nX| < |nz])=P(nX| <|nz|+1)=PnX < |nz|+1).
Remarque On est prié de méditer sur les égalités précédentes et de se souvenir que |a] < b<= a < [b] + 1.

_2A(nel+1)
n

Version 2
P(Ynga:)—P< §z> = P(|nX| < nz) = P(|nX] <nz)= P(|[nX]| =k).
n
k=0

e N Ak s Lna] Ak N 1—(6*%)WJJrl _A(lnal4n)
P(Yngx):z<(1_e ) (e n)):(l_en)Z(e = —e ) AR

k=0 k=0 1—e™n

nr )\ 1
Pour tout élément  de Ry, P(Y,, <z)=1-— e exp (—(anJH>
n

(d) Soit z un élément de R. |nz| < nz < |nz|+ 1. Comme n > 0,

[na]

n

lim
——+00

< x. Ajoutons que
n

1
Alorsz — — <
n n

M<x< anJ+1:LnxJ+1

1
<ax — ) = x donc par encadrement

n

Pour tout réel z, x — — <
n

! M<:v

n

X

Pour tout réel z, lim

Lnz]

n—-+oco N

=0.

lim
n—-+4oo n

n n

[na]
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n—+oo M n—+o00 n n——+o0o

1
Soit x un élément de Ry. lim Lnz] =z donc lim (—/\(WH)> = lim (—)\ In=] _ /\> =—-Az.

1)
Alors lim (1 — exp < Lnxj + )> (par continuité de la fonction exponentielle).

n—-+4oo

Donc lim P(Y, <z)=1-e*% = P(X < z) et ceci pour tout élément x de R,.

n—-+4oo

Soit z un élément de | — 00,0[. P(Y,, < z) =0 car Y,, prend ses valeurs dans R.
Donc 1iIJ£1 P(Y,<z)=0=P(X < x).

Finalement, pour tout réel z, hm P(Y, <z)=P(X < z). Ainsi

n— 400

(Y3)n>1 converge en loi vers la variable aléatoire X donc vers une variable alétoire qui suit la loi exponentielle de

parametre .

Remarque Généralisons! Soit Z une variable aléatoire a densité de fonction de répartition Fy.

[nZ]

Montrons que la suite de terme général Z,, = converge en loi vers Z... sans utiliser les lois de nX et de |[nX|.
Soit x un réel.
Z
P(Z,<x)=P (LnJ < a:) = P(|nZ| < nx) = P(|nZ] < |nz]) = P(|nZ]| < |nz|+1) = P(nZ < |nx] +1).
n
1 1 1
n

n n

. +1 . 1 .
Or lim % = lim (M + — )| = x et Fy est continue en x.
n—-+o0o n n—-+oo n
Donc lim P(Z,<z)= lim Fy [nz] ) = Fy(x) et ceci pour tout réel x.
n—-+4oo n—-+4oo n
. . . [nZ] .
Ainsi la suite de terme général Z, = converge en loi vers Z.
n

PARTIE II: Discrétisées et lois ”polynémiales”.

1. Soit k un élément de [0, n] et soit = un réel.

z+1 z+1 k+1 7tl k+1 k+1 k1
t r+1 —x 1 Z E+1\
u(ek)(x):/ ek(t)dt:/ tkdt[lm] o )k+1 T kt1 ( ( i )x;c’”l),

=0
k k
_ 1 k+1\ E+1\ i1 gm ) 1 kE+1\ ;
“<ek><m>—m<§(i)“(k+1)x e )
<k+1> i
. zt.
3 7

Wk € [0,n], Vz € R, u(ek)@)kilg(’“jl)xikilg(’“jl)ei (z) = (kil i (""‘“) ) ().

1=

(I + 1)k+1 _ xk+1 1

Vk € [0,n], Vz € R, u(ey)(z) = ol T k+1

M=

Il
=

k
Donc u(ex) Z ( . ) e; et ceci pour tout élément k de [0, n].

Vk € [0,7], u Zk: (k“)

=0
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Remarque Pour tout élément k de [0,n], ey est combinaison linéaire de la famille (eg,eq,...,ex).
Donc pour tout élément k de [0,n], e, appartient & Ri[X] donc a R, [X].

2. Soit A un réel et soit (Q1,Q2) un couple d’éléments de R, [X].

z+1 x+1
VreR u0Qi Q)@ = [ @+ @Bd= [ Qi)+ Qalt) / Qult dt+/ Qult

Vo € R, u(AQ1 + Q2)(z) = Au(Q1)(z) + u(Q2)(z) = (A u(Q1) + w(Q2))(z). Donc u(A Q1 + Q2) = Au(Q1) + u(Q2).
VA € R, V(Ql, QQ) € R,L[X] X Rn[X], U()\ Q1+ Qg) = /\U(Ql) + U(Qg) Ainsi:

u est linéaire.

Rappelons que (e, e1,...,€e,) est une base de R,,[X]. Soit @ un élément de R, [X].

Il existe un élément r de [0,n] et un élément (ag, ai,...,a,) de R*! tel que Q = Z ay ey
k=0
T
u étant lindaire, u(Q) = Z ar u(er). Or nous avons vu que, pour tout élément k de [0,n], u(ex) est un élément de
k=
R,[X]. Alors u(Q) est uneocombinaison linéaire d’éléments de R, [X]. Ainsi u(Q) est un élément de R, [X] et ceci
pour tout @ appartenant a R,,[X].

| VQ € R,[X], u(Q) € R,[X].]

Ainsi u est une application linéaire de R, [X] dans R, [X]. Donc:

’ u est endomorphisme de R, [X]. ‘

3. Notons que cette question est avant tout au service de Q4. Nous donnerons donc deux versions. La premiere est
plus dans la logique du texte mais la seconde conduit plus rapidement au résultat de Q4.

k
1 k+1
Version 1 Pour pour tout élément k de [0,n], u(ex) = Pl E < + ) e; donc u(ey) est de degré k.
i
i=0

Alors (u(ey)) est une famille d’éléments non nuls de R,,[X] de degrés échelonnés.

0<k<n

Ainsi (u(er)) e pc, €st une famille libre de R,,[X] dont le cardinal n + 1 coincide avec la dimension de R, [X].

Le cours permet alors de dire que:

(u(er)) g pe,, st une base de R,,[X].

k
1 k+1
Version 2 Pour pour tout élément k de [0,n], u(er) = Pl E < + ) e; € Vect(eg,e1,...,€x).
i

Alors la matrice A de u dans la base (u(ek)) est triangulaires supérieure.

0<k<n
(14 ¢ 1 E+1
Pour tout élément k de [0,n], la k¢ composante de u(e) sur la base (eg, e1,...,e,) est A donc 1.

Ainsi tous les éléments diagonaux de A sont égaux a 1.

Alors A est triangulaire supérieure sans zéro sur sa diagonale. Donc A est inversible et u est alors un automorphisme

de R,,[X]. 1 transforme donc la base (u(ey)) de R, [X] en une base de R, [X]. C’est ce qu'il fallait prouver.

0<k<n
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Remarque Notons que cette seconde version montre aussi que 1 est la seule valeur propre de A et de u.

Exercice 1. Montrer que u est diagonalisable si et seulement si n = 0.
2. Trouver SEP (u,1).

4. La question précédente a montré que u transforme la base (u(ey)) de R, [X] en une base de R,,[X] ainsi u

0<k<n
est un automorphisme de R, [X].

Alors tout élément de R,,[X] posseéde un antécédent et un un seul par u dans R,,[X].

Donc si R est un élément de R, [X] il existe un élément Qr de R, [X], et un seul, tel que R = u(Qr) donc tel que

z+1
Vz € R, R(z) = / Qr(t)dt

Pour tout élément R de R,,[X], il existe un unique polynéme Qr de R, [X] tel que Vax € R, R(x / Qr(t

1
5. Supposons un instant que n =1 et posons R= 6 X. R appartient & R,,[X] donc il existe un unique polynéme Qg
dans R, [X] tel que Yz € R, R(x / Qr(t)

Comme n = 1, il existe deux réels a et b tels que Qr = aeg + bey.

1
%el =R=u(Qgr) =auley) +bule;) =aey+b (1 Z <2) ei>) =aey+ geo +bes.

2¢:0 {
C la famille (co, 1) est libre a+ 2 = 0 et b= ~. D b= tigpm Lot tx_ L
omme la famille (eg, e1) est libre a+ 5 =0e g Donca=—petb=r Qr=—peta B
. 1 1 1 1 1
Slngel ert81nf1alorsQRffﬁeg+6 éXfﬁo
6. (a) posons R = u(Q). R appartient a R, [X] donc & R[X] et Vz € R, / Q(¢) dt.

X prend ses valeurs dans [0, N + 1] donc X4(€2) = [0, N]. Soit k& un élément de X4(2).
k+1 k+1
Comme f coincide avec @ sur [0, N + 1], P(Xq =k) = / f(t)dt = Q(t) dt = R(k).
k k

Ainsi X4() = [0, N] et Vk € X4(Q), P(Xq = k) = R(k).

’ Il existe un polynéme R de R[X] (et méme de R, [X]) tel que X4(2) = [0, N] et Vk € X4(Q), P(Xq=k) = R(k). ‘

(b) Raisonnons par 'absurde. Supposons qu’il existe un élément @ de R[X] tel que Va € [0,4], f(z) = Q(x) et tel
que Y soit la discrétisée de X.

041 1 1
0=2— Py =0)= P(Xy=0) = /0 () dt :/0 Q(t) dt. Donc /0 Q) dt =

Or @ est continue sur [0, 1] et @ prend des valeurs positives ou nulles sur [0, 1] car @} coincide sur cet intervalle avec
la densité f. Dans ces condition @ est nul sur [0, 1] donc a une infinité de racines. Alors @ est le polynéme nul.

1 1+1 2
Alors 6= PY=1)=PXy=1) = / f@)dt = / Q(t)dt = 0. Ce qui induit une légere contradiction.
1 1

’ Il n’existe aucun polynéme @ de R[X] tel que Va € [0,4[, f(z) = Q(x) et tel que Y soit la discrétisée de X.
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—+oo
Remarque On aurait pu pour faire plaisir au concepteur montrer, par exemple, que / f(t)dt = 0 et ainsi constater

— 00

que 'une des propriétés des densités n’est pas satisfaite.
PARTIE III: Variables dénombrables et discrétisées.

1. Soit  un élément de R .

. . c
Soit k dans N*. 0 < |¢'(z + k)| < (s
1 1

2 5 1.2
l+x+k>k>0donc (1+z+k)* >k >0et0<m<ﬁ.

Comme C' est positif ou nul : (14‘1’0‘*‘]@’)2 < % Ainsi 0 < [¢'(z + k)| < %

C C
Vk e N*, 0<|g (z+ k)| < w2 et la série de terme général 73 converge.

Les régles de comparaison sur les séries a termes positifs montrent que la série de terme général |¢'(z + k)| est
convergente. Alors la série de terme général ¢'(x + k) est absolument convergente donc convergente.

Pour tout réel x positif ou nul la série Z g (z + k) converge.
k>0

Soit z un élément de R, . g est de classe C* et décroissante sur [0, +oco[ donc ¢’ est négative ou nulle sur [0, +o0l.

+o00 too
Alors Vk € N, ¢/(x + k) < 0 donc Z g (x+k) <0 et alors f(x) = — Z g (x+k)=0.
k=0 k=0

Finalement Vo € Ry, f(z) > 0 et Va €] — 00,0[, f(z) =0. Alors:

’ Pour tout réel z, f(z) > 0. (P1) ‘

2. (a) Soit (x,a) un couple d’éléments de Ry. Soit k dans N.
Clx —al .
(k+1)2

e Supposons z > a. ¢’ est de classe C* sur l'intervalle [a + k, z + k.

e Si z =a on a clairement |¢g'(z + k) — ¢'(a + k)| < ar 0 < 0!

1 1
si u apparient & € [a+k, z+k], 14+u > 14+a+k > 1+k > 0 donc (14+u)? > (k+1)2 > 0 et ainsi 0 < e < USSR
Comme C est positif ou nul:Vu € [a + &,z + k], |g"(u)| < ¢ < ¢
L’inégalité des accroissements finis donne alors |¢'(z + k) — ¢’ (a + k)‘ < _C ’(x +k)—(a+ k:)‘ = _C |z —al.
(k+1)2 (k+1)2
Par conséquent ‘g’(x +k)—g'(a+ k;)‘ < M.
S o(k+1)2
Cla—

e Si < a avec ce que nous venons de montrer nous pouvons écrire ’g'(a +k)—g'(z+ k:){ < (kj—l)? (non ?7), ce

qui donne encore ’g'(w +k)—g'(a+ k)’ < m.
V(z,a) € (Ry)?* VEEN, |¢(x+k)—g'(a+k)| < Cle—a|
) +) ) X (k T 1)2

(b) Soit (z,a) un couple d’éléments de [0, +00].
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too +o00o 400
(@)~ fla)] = |Z (z+ k) — ( Zg (a+ k) >| ‘ (Z g’($+k)2g’(a+k)>|.
k=0 k=0 k=0
+00 400 400
@) 1@ =X gtk =Y dath)|=|3 (¢@+h) -gath)]
k=0 k=0 k=0
Soit 7 un élément de N. kz:zo (g'(a: +k)—g(a+ k)) < 2 (x+k)—4g'(at+k) ’ < Z:j_’__l)a
T r 1
’ o < _r —al.
Z(g(x—I—k:) g(a+k)> \C<Z (k+1)2> |z — al
k=0 k=0
1 r 1 = 1
Or la série de terme général CESNE converge et est & termes positifs donc kzzo m < kzzo m
r +00 1
Comme C et |z — a| sont des réels positifs ou nuls: ];) (g’(x +k)—g'(a+ k)] <C (,;0 (O 1)2> |z — al.

—+oo
1
Posons D = C <Z (k-’—l)2> .

k=0
" (g’(x +k)—¢g'(a+ k‘))

D >0, D ne dépend ni de x ni de a et Vr € N, <Dl|zx—a|l (k).

k=0
+oo
Rappelons que |f(z) — f(a)| = Z (g’(x +k)—g'(a+ k‘)) ‘
k=0
“+o0
Donc en faisant tendre r vers +oo dans (%) il vient |f(z) — f(a)| = Z (g'(:z: +k)—g(a+ k)) <Dz —al.
k=0

Il existe un réel D positif ou nul tel que:V(z,a) € (R4)?, |f(z) — f(a)| < D |z —al.

e Soit a un réels strictement positif. Il existe un réel n strictement positif tel que Ja — 7, a + n[ soit contenu dans
[0, 400l

Ainsi Vo €]la —n,a+n[, 0< |f(z) — f(a)] < D]z —a| et lim (D |z —a|) =

Alors par encadrement on obtient lim f(z) = f(a). f est continue en a.
r—a

eVz eRy, 0< |f(z)— f(0)| < DJz—0[=Dlz|et lim, (Dlz]) =

Alors par encadrement on obtient lim f(x) = f(0). f est continue & droite en 0.

z—0t

’ f est continue sur [0, 4+oc0[ ou, f est continue en tout point de |0, +oo[ et continue & droite en 0. ‘

Remarque f est nulle sur | — o0, 0[. Donc f est continue en tout point de | — 0o, 0] et a pour limite 0 & gauche en 0.

Notons alors que f est continue en 0 si et seulement si f(0) = 0; autrement dit si et seulement si Vk € N, ¢'(k) =0

(¢' est négative ou nulle sur Ry )...

’ f est continue au moins sur R* donc sur R privé d’un ensemble fini de points.  (P2) ‘

3. (a) Soit k un élément de N* et soit ¢ un élément de R .

1 1 C(t+E+)—(t+k) 1
t+k t+k+1  (t+k)(E+k+1)  (E+k)(E+k+1)

Notons que
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O<t+k<t+k+lett+k+1>0 AlorsO<(t+k)(t+k+1)<(t+k+1)%
1 - 1 1
(t+k+1)2 " (t+k)(t+k+1) t+k t+k+1
1 o1
(t+k+1)2 " t+k t+k+1

Ainsi

Vk € N*, Vt € Ry,

Soit N un élément de N, soit ¢ un élément de Ry et soit 7 un élément de [V + 1, +oo[.

T T T
= > gt+k)| =] ) JE+R)|< D g+ k)]
k=N+1 k=N+1 k=N+1
C C a a C
Ve e Ry, |g'(z)| < ———5 donc Vk € N, |¢'(t+k)] < ————5- Donc |- "(t+ k)| < ———
T € Ry, |g ([L‘)| ($+1)2 onc e N, |g( + )| (t+k+1)2 onc k§+1 g( + ) M (t+k’+1)2
Or si k appartient & [N + 1, +oo[, k est dans N* donc 1 < LI 1 et comme C > 0
r si k appartien , +oof, n n GThT 1 Siak ihTl mme C >
C o c C
(t+k+1)2 “t+k t+k+1
: - C C C C C
Alors |— Z gt+k)|< Z ( — > — < .
b N1 b N1 t+k t+k+1 t+N+1 t+r+1 t+N+1
- C C c
0 — k < .
n a encore Z gt+k)| < Nl M NI SN
k=N+1
Finalement Vr € [N + 1, 4o0[, |- XT: gt+k)| < ¢
) ) N+1
k=N+1
+oo C
En faisant tendre r vers +oo on obtient : |— Z gt+k)|< c’est a dire |Ry(t)| < .
1 N +1
k=N+1
VN €N, Vi€ Ry, |Ry(t)] < ———
) ) N +1
(b) Soit N dans N.
N 400
Notons que V¢t € Ry, f Z gt+k)= Z (t+k)— Z g (t+k)=Sn(t)+ Rn(t).
k=0 k=N+1
g est de classe C? sur [0, +oc[ donc ¢’ est continue sur [0, +ool.
N
Alors pour tout élément k de N, t — ¢'(t + k) est continue sur [0, +oo[. Par conséquent t — Z g'(t + k) est continue
k=0

sur [0, 4+o00[. Ainsi Sy est continue sur [0, +o0].
Nous avons vu dans IIT Q2. que f est continue par sur [0, 4+oo[. Alors par différence, Ry = f — Sy est continue sur

1
[0, 4+o00[. Ceci justifie 'existence de / Ry(t)dt
0

1 1 1 1
/Of(t)dt:/o (SN(t)+RN(t))dt:/ SN(t)dt+/ Ry (t)dt

/OlgN(t)dt:/Ol (_ig’(tﬁ-k))dt Z/ (t+k)d Z[ t+k}1:_i(g(1+k)—g(o+k)).

k=0



16

N

1
/O Sn(t)dt == (glk+1) = g(k)) = —(g(N + 1) — g(0)) = g(0) — g(N +1).
k=0

1 1
Par conséquent / f@)dt =¢(0) —g(N+1)+ / Ry (t)dt.
0 0

1 1
Pour tout élément N de N, / f)dt=g(0) —g(N+1)+ [ Rn(t)dt.
0 0

(c) La série de terme général g(k) est convergente donc :

1 1
VN €N, / ft)dt =¢(0) —g(N +1) —|—/ Ry(t)dt et Nlir_r: g(N+1)=0.
0 0 —oo
1
Montrons alors que  lim Ry(t)dt =0.
N—+oo [

1 1 1
C C
VN eEN, 0< /0 RN(t)dt‘ </O \RN(t)\dtg/o N+1dt: Nl d’apres TIT Q3. (a) et car 0 < 1.

1

Comme Nl_i)r_rs_loQ Niil- 0, il vient par encadrement Nl_iffoo ; Ry(t)dt = 0.

1
En faisant tendre N vers +oo dans I’égalité de IIT Q3. (b) on obtient alors / f(t)dt = g(0) — 0+ 0 = g(0).
0

1
A‘ﬂﬂ&:gml

+00 +o0 +oo +oo
4. (@ VteRy, flt+1)—f(t)==) dt+k+1)— (—Z g'(t—|—k)> => gt+k) =Y gt+k+1).
k=0 k=0 k=0 k=0
+oo +oo
VEERL, ft+1)—f(t) =) g t+k) =D gt+k) =g
k=0 k=1

ViR, fE+1) -~ () =4().

T 1 T 1
Soit z un élément de R,. g(z) = g(z) — g(0) + g(0) :/0 g'(t) dt—i—/o fe)dt :/0 (fEt+1)— f(1) dt+/0 f)de.
T T 1 T 1 T 1
g(:ﬂ):/o f(t+1)dt7/0 f(t)dt+/0 f(t)dt:/o f(t+1)dt7/0 f(t)dp/l f(t)dt+/0 (1) dt.

x xT
glx) = / f+1)dt— / f(t)dt. t — t+1 est de classe C! sur R ce qui justifie le changement de variable u =t + 1
0 1

dans ce qui suit.
x+1

g(m):/fﬂf(u)du—/lzf(t)dt:/lzﬂ f(t)dt+/:f(t)dt:/:Hf(t)dt. Done g(x):/ F(t)dt.

x

Par conséquent :

x+1

Ve e Ry, g(x) :/ f(t) dt.

x
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(b) Soit N un élément de N*.

N N—1 jt1 N—1
Sy =/0 CLEDY /k S0t =3 )
N-—1
YN €N, Sy =>_ g(k).
k=0

Soit « un élément de R;. |z| et |z] + 1 sont deux éléments de N.

T lz|+1
f est positive sur Ry, |z] <z et z < |x] + 1. Alors f(#)dt =0 et / f(®)dt > 0.
|z | z
lz] lz]+1 T
F(t)dt >0 et/ £(1) dt—/ F(t)dt > 0.
0

0

Donc / f(&)dt —
0 0
L] z lz]+1
Ainsi Sm = ft)dt < / fit)ydt < / fit)ydt = SLmJ+1'
0 0 0

Ve e Ry, Sm </ f(t)dt<5m+1~
0

Donnons la solution que le concepteur semble attendre et nous reviendrons en off sur le sujet....

N-1 “+oo
1. = 1 = 1 h h\ = 1
yham SN N kz_o g(k) car par hypothese kz_o g(k)

Comme lim |z] =+ocoet lim ([x]+1)=+oc0: lim S, =1et lim S, 41 =1 (<.
r—+00

T— 400 T— 00 T— 00

L’encadrement obtenu plus haut donne alors lim / f(t)dt = 1.
0

r—+00

+oo
/ f(t) dt converge et vaut 1.
0

0
Rappelons que f est nulle sur | — oo, 0[. Donc / f(t) dt converge et vaut 0. Alors:

+oo
/ f(t) dt converge et vaut 1.  (P3)

— 00

(c) P1, P2 et P3 montrent que f est une densité de probabilité.

Soit X une variable aléatoire admettant f pour densité. X prend ses valeurs dans [0, +oo[ donc X4(©2) = N.

k1
Alors X4(Q) =Y (Q) et VkeN, P(Xy=k) = / g(k)dt = P(Y = k). Ainsi X4 a méme loi que Y.
k

f peut étre considérée comme la densité d’une variable aléatoire X et que sa discrétisée X4 suit la méme loi que
Y.

Traduction en francais :

f peut étre considérée comme UNE densité d’une variable aléatoire X dont la discrétisée Xy suit la méme loi que
Y.
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Retour sur (<)

Nhr-I|—1 Sy =1 donne lir_sr_l S|z) = 1 est une totale évidence sauf qu’ aucun résultat de cours ne permet de I'affirmer
— 100 T—T00

directement, ou je me trompes ?

Montrons le en utilisant la définition. Soit € un éel strictement positif.

Montrons qu'il existe un réel strictement positif A tel que:Ve € Ry, x> A =[S, — 1] <e.

Comme la suite (Sy)nen converge vers 1, il existe un élément N, de N tel que:VN € N, N > N, = |[Sy — 1| <e.
Posons A = | N.| + 1. A est strictement positif.

De plus si z est un élément de R strictement supérieur a A alors x > N +1 donc [z] > N +1 et ainsi [S|,) —1] <e.
Par onséquent Ve € R}, JA € R, Vz € Ry, > A =[S, — 1| <e. Ainsi IEI}}OO Sz =1

On aurait pu aussi procéder de la sorte.

Rappelons que f est continue sur [0, +oo[ et posons Vo € Ry, F(x) = / f@t)dt.
0

F' est une primitive sur R} de f qui est positive sur cet ensemble. Donc F' est croissante sur R.

N
La suite ( / f(®) dt) est alors croissante et nous savons qu’elle converge vers 1 car, pour tout N dans N*,
0

NeN
N—

N
/0 fa =" gk).

k=0

—

N
Donc VN € N, F(N) = / f(t)dt < 1. Ainsi Vo € Ry, F(z) < F(|z] 4+ 1) <1 (croissance de F).
0
La fonction F' est donc croissante sur Ry et majorée par 1. Alors elle admet une limite finie ¢ en +o0.

N
La caractérisation séquentielle de la notion de limite donne alors 1 = ]l\i[m / f)de = NliIJrrl F(N)=¢. ¢=1.
—.Jo — 400

+oo
Alors / f(¢) dt converge et vaut 1.
0




