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ECRICOME 2014

EXERCICE 1

1. Notons E’ le R-espace vectoriel des applications de R* dans R.
Notons que F est une partie de E’ et que (u1,v1,us,va, ..., Uy, V) est une famille d’éléments de E’.
Soit f un élément de E’.

feE <= 3PQ) cR,_1[X] xR,1[X], Vz € R%, f(z) =2 P(z) + z In(z) Q(z).

n—1 n—1
[ € E <= J(ap,ai1,...,ap_1) €R", 3(bg,b1,...,bp—1) ER", Vx € R}, f(z) =2 Z ay xk> +z In(x) <Z by xk>.
k=0

k=0

n—1 n—1

f € E <= 3J(ag,a1,...,an—1) €R™, I(bo,b1,...,bp—1) ER™, Vx e RY, f(z) =Y a2 +1In(x) (Z b, zk“)‘
k=0 k=0
n n

[ € E <= J(ap,a1,...,ap_1) €R", I(bg,b1,...,bp—1) €ER", Vz € R}, f(x) = ap—1 ¥ 4+ In(z) (Z br_1 a:k).
k=1 k=1

f€E <= 3(ag,a1,...,an-1) €R™, bo,b1,...,bp1) ER", Va €RY, f(2) =Y ap_12¥ + ) by (2" In(x)).
k=1 k=1

f € E<«=3(ag,a1,...,an-1) €R", bo,b1,...,bn1) ER™, Vo € RY, f(2) =D arrur(z) + »_ b1 vi(a).
k=1 k=1

n

n
[ € E <= 3J(ap,a1,...,ap_1) €R", I(bg,b1,...,bp—1) €R", Vz € R}, f(x) = Z Qp—1 U + Z br_1 vk> (z).
k=1 k=1

n

fEE<— 3((10,(117...,(Ln,1) e R", H(bo,bl,...,bnfl) e R", f= Z Ap—1 Uk +Z br—1 k.

k=1 k=1

f€E <= feVect(ur,ua,...,Uy,V1,02,...,0p,).
f € E<= f e Vect(uy,vy,u2,va, ..., U, 0pn).
Par conséquent : E = Vect(u1, vy, Uz, Vo, ..., Up, Up).
Alors F est le sous-espace vectoriel de E’ engendré par la famille (uy, vq, us, va, ..., U, v,) de E’. Finalement :

’ E est un R-espace vectoriel et E = Vect(uq,v1, us, va, . .., Up, Up). ‘
Ezercice  Montrons que la famille (uy, vy, us, va,. .., Un,vy) est libre. <
2. Soit f un élément de E. Comme E = Vect(u1,us, ..., Un, V1,02, ...,Vy,), il existe deux éléments (ay,aq, ..., ay)

et (81,082, ...,0,) de R™ tels que:f:Zakuk+Zﬁkvk.
k=1 k=1



2

Vk € [1,n], Vx € RY, ui(x) = 2* et vy = 2% In(z). Donc pour tout élement k de [1,n], ux et vy sont continues sur
R .
+

De plus pour tout k dans [1, n], hm up = lim zF =0et lim v, = lim (zk ln(:c)) = 0 (par croissance comparée...).
—0+

z—0t r—0t z—0t
Alors::
111)1(1)1+f lel)r(r){r (Z akuk+25kvk> —£1i>161+ <; akuk(x)—&-kz_lﬁkvk(x)) :; oy ><O—|—k2_:16k x 0.

Ainsi lim f(z) =

z—0t

Ainsi f est continue sur R* et prolongeable par continuité en 0.

’ Chaque fonction f de E se prolonge en une fonction continue sur R, .

Remarque 1 On aurait pu aussi utiliser ”f(x) = x P(x) + x Inz Q(x)” pour montrer ce résultat <

Remarque 2 Soit f un élément de E. f se prolonge en une fonction continue sur Ry que nous noterons ]? dans la
susite.

Comme lim f(z) =0, f(0) = 0. AinsiVz € Ry, f(x):{f(x) siz e Ry
z—0+ 0 siz=0

x x
Ce qui précede permet aussi de dire que, pour tout x dans R, / f(t)dt converge et vaut / f(t)de
0 0

1 [ 1 [~
Ainsi, pour tout x dans R, — / f(t)dt existe et vaut — / f(t)dt. Alors o(f)(x) est définie pour tout x dans R, .
T Jo T Jo

Finalement ¢(f) est bien une application de R dans R et ceci pour tout f dans E.
@ est donc une application du R-espace vectoriel E dans le R-espace vectoriel E'. 4
Soit k un élément de [1,n].

o Vz € R}, up(z) = ug(z) = 2* et up(0) = 0 donc Vo € Ry, wi(z) = z*.

N - ( )( ) 1 /m (t) o 1 /m’ "\(t) dt 1 /fC tk dt 1 tk+1 T 1 J;k—O—l 1 k

TS = — = — = — = = = :

ors Vx +r PlUR)(T) = — O“k - Ouk z /o z |k+1], xk+1 k1"
1

Ainsi Yz € R*+7 @(Uk)(ﬂf) = (k 1 uk:) (Z‘) Donc (P(Uk) = ] U .

e Soit x dans R . Soit € un élément de ]0, 4-o0].

1
wy it — ) t**1 et h:t — In(t) sont de classes C! sur ]0, +oo[. De plus V¢ € R%, wj,(t) = t* et h'(t) = T
z x th+1 z th+1 1
Ceci autorise I'intégration par parties suivante. / vg(t) dt = / t* In(t) dt = In(t)| — / —dt
; ; k1 A
v 1 1 vk 1 1 et 77
Odt — —— g+ __ 1 k1 _/ di — k+1 ) kL
/6”’“() P Gl e e Ol A A Gl ey (k+1)2
x 1 1 xk+l 6k-i—l
t)ydt = —— 2" In(z) — —— " In(e) - :
/E vk (t) prid @ W) CESERRCETE
/ ’ (t)dt = lim ’ (t)dt = lim Lk () LI (e) o + =
v =1 v = lim x n(zx) — n(e) — :
0 ot J. esot \k+ 1 k+ 1 (k+1)2 " (k+1)2
Donc par croissance comparée : /fﬂ vg(t) dt = L 2" In(z) —0— ﬂ +0= e 2F 1 In(z) — 1 kL.
“Jo k+1 (k+1)2 k+1 (k+1)2
1 [* 1 1 1 1 1
Al — - Hdt= - [ —— " In(z) — ——— 21 ) = = gFIn(e) - —— gk,
ors ¢(vg)(x) - /0 vg (1) - <k+1x n(z) (k+1)2x Pr1” n(z) (k+1)2x



1 1 1 1
o(vk)(z) = 1 vg(x) — (e ug(z) = <k+1 Vg — iz uk> (z) et ceci pour tout = dans R*.

1 1
Donc ¢(vg) = T v — e U
1 1
Pour tout k dans [1,n], p(ux) = P et p(vg) = P e U

3. Rappelons que ¢ est une application du R-espace vectoriel E dans le R-espace vectoriel E’.

Soit A un réel. Soient f et g deux éléments de F.
1 [* 1 (% 1 /"

Ve e RL, oA f+g)(z) = = / Af+g)@)dt=X— / f)dt+ — / g(t) dt car toutes les intégrales convergent.
T Jo T Jo T Jo

Vo € RY, o(Af +9)(@) = Ao(f) (@) + ¢(9)(x) = (Ae(f) + ¢(9))(z) done p(A f +g) = Xo(f) +¢(g)-
Ainsi VA € R, Y(f,9) € E?, (A f +g) = Ao(f) + ¢(g). Par conséquent :

© est linéaire.

1 1
Rappelons que pour tout k dans [1,n], ¢(ug) = P ug et p(vg) = 1 Vv — e U
Ainsi pour tout k dans [1,n], ¢(ui) et p(vy) sont des éléments de Vect(uy, v1,ug, va, ..., Uy, Up).

Alors Vect ((p(ul)7 o(v1), e(u2), @(va), ..., o(un), w(vn)) est contenu dans Vect(uy, v1,ug, Vg, ..., Uy, Up).
Soit f un élément de E. f est combinaison linéaire de (uy, v1,us2,vVa, ..., Un, V).
Comme ¢ est linéaire, ¢(f) est combinaison linéaire de (¢(u1),¢(v1), o(uz), o(va), ..., o(un), o(vn)).

Donc ¢(f) appartient a Vect (¢(u1), p(v1), (u2), p(v2), .., o(un), ¢(vn)).

Ainsi o(f) appartient & Vect(uy,v1,ug,va, ..., Uy, vy) donc & E.

’ Si f est une fonction de E, ¢(f) est une fonction de E.

Remarque  Ainsi on peut considérer que ¢ est un endomorphisme de E. <4

4. Rappelons que B = (uy, v1, U2, 2, ..., Uy, U,) est une base de E et quainsi E est de dimension 2n.
1 1
Pour tout k dans [1,n], p(ux) = T ug et p(vg) = ] v — e Up.
1 1
- 2
Pour tout k dans [1,n] notons alors T la matrice k+1 (kf_ 1) de Mz (R).
0 -
k+1
Ty
T2 (0)
Alors la matrice de ¢ dans la base B est la matrice diagonale par blocs égale a
(O) Tn



Ty
T2 (0)
Alors la matrice de ¢ dans la base B est la matrice diagonale par blocs égale a ou
(0) Tn—l
T,
1 1
o 2
pour tout k dans [1,n] Ty = k+1 (kjf‘ 1)
0

E+1

5. La matrice de ¢ est une matrice triangulaire supérieure. Alors I'ensemble de ses valeurs propres est I’ensemble de
ses éléments diagonaux.

Cet ensemble est { s kell, n]]} et il ne contient pas zéro. 0 n’est pas valeur propre de M donc M est inversible

1
kE+1’

1
et alors ¢ est un automorphisme de F. Ajoutons que Spp = Sp M = {k 1 ; kel n]]}

1

L’endomorphisme ¢ de F est bijectif. I’ensemble des valeurs propres de ¢ est {

1
6. Rappelons que X est un élément de {k—l—l i kel n]]} En particulier A n’est pas nul.

Ve eRY, g —xl/’\/f dt—xl/k/f
fest une application continue de [0, +o0o[ dans R. Alors z — / f(t) dt est la primitive de fsur I'intervalle [0, +o0]
0

qui prend la valeur 0 en 0.

Donc x — / F(t) dt est dérivable sur [0, 4+00[ et de dérivée . De plus # — 2~1/* est dérivable sur R*%.

Alors par produit g est dérivable sur R% . De plus Vo € RY, ¢'(z) = /A / f t)dt + 2~/ f( ).

Ve e Ry, ¢'(2) = —3 273 (o(f)(@) ~ A f(2)).
Or f est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre A donc ¢(f) = A f. Donc Vo € RY, ¢(f)(z) — X f(x) = 0.

1
Alors Vz e RY, ¢'(z) = Y 27X x 0=0. Ainsi g est de dérivée nulle sur intervalle 10, 4+o0].

)\
Ve e RY, ¢'(z) = — i\ —1/2- 1/ ft)dt + 2z~ YA f(x )z—ix_i ( / t)ydt — A f(z ))
1

.
Donc g est constante sur |0, +oc[. Alors il existe un réel v tel que Vo € R* |, v = g(x) = a1V t) dt.
+
0

T
AlorstERi,/ f(t)dt = yat/A.
0

Il existe un réel 7 tel que: Ve € RY, / f)yde = vt/
0

Ve e RY, AMf(z) =¢ / f@t) 77:10 YA =~ /271 Donc Vo € RY, f(x):%xl/)‘_l (X n’est pas nul
).



%xl/)\—l.

Il existe un réel 7 tel que Yz € RY, f(z) =

7. Soit A une valeur propre de ¢. Soit f un vecteur propre de ¢ associé i \.

D’apres Q6., il existe un réel v tel que Vo € RY, f(x) = %xl/’\_l. Posons Vo € RY, lx(x) = /A

Alors il existe un réel v tel que f = }é,\. Donc f € Vect(£y).

Ainsi SEP (p,A) — {Og} est contenu dans Vect(¢y). Or Og appartient & Vect(€)) donc SEP (p, A) C Vect(£).

En particulier dim SEP (¢, \) < Vect(£y) = 1.

De plus dim SEP (¢, A) > 1 car un sous-espace propre n’est pas de dimension nulle. Alors dim SEP (¢, A) = 1.

’ La dimension des sous-espaces propres de ¢ est 1. ‘

1 1 1 1
Nous avons vu que ’ensemble des valeurs propres de ¢ est {M i kel,n] } De plus 3 > 3 > > .

Ainsi ¢ possede n valeurs propres distinctes et chaque sous-propres de ¢ est de dimension 1.

Alors la somme des dimensions des sous-espaces propres de ¢ est n. Or dim ' = 2n. Ainsi:

© n’est pas diagonalisable.




EXERCICE 2

k

1. Soit k un élément de N et soit  un réel strictement positif. Posons V¢ €]0,400[, fr.(t) = (In(t))" et =1

fi,z est continue sur |0, +o0o[ comme produit de trois fonctions continues sur ]0, +oo].

k
o 2 2 k ot 21 kot 241 (In(t))" e=+2
® fio est positive sur [1,+oo[. V¢ € [1,+o00], t* frx(t) =t° (In(t))" e *t*~ ! = (In(t)) e "¢*+ = T

1
Alors . lir+n (t2 fk,z(t)) = 0 x 0 = 0 par croissance comparée. Ainsi fj , est négligeable devant ¢t — 2 au voisinage de
—+0o0

+oo
+00. Or ces deux fonctions sont positives sur [1, 00| (une positivité suffit...) et / 2 converge.
1

400
Les régles de comparaison sur les impropres de fonctions positives montrent alors que / fr,z(t) dt converge.
1

e vt 0,1, 7F |fia(®) =[5 (o) et e =

tz (ln(t))k’ et
Alors par croissance comparée : lirn+ ("% | fra(t)]) =10 x 1 =0 car g est strictement positif.
t—0

1
Ainsi | fi 5| est négligable devant ¢ — T au voisinage de 0.
2

1
x
Or ces deux fonctions sont positives sur |0, 1] (une positivité suffit...) et / e converge car 1 — 5 < 1.
0 2

1
Les regles de comparaison sur les impropres de fonctions positives montrent alors que / fr,z(t) dt converge.
0

“+oo
Finalement / frz(t) dt converge.
0

—+oo
Pour tout élément k de N et pour tout réel x strictement positif / (ln(t))k e tt*~1 dt converge.
0

Ezercice x appartient ¢ | — 00,0] et k appartient a N.

k

1 +oo
Montrer que / (ln(t))]~C e T t* 1 dt diverge et que / (In(t))" e *¢*~ ' dt converge.
0 1

2. Le cours indique que:

| ¥z €]0, +o00, T(z+1) =2T(2). |

Rappelons que I' est dérivable et non nulle sur |0, +oo[. De plus Vz €]0, +oo[, ¥(x)

Vz €]0, +oo[, I'(z + 1) = 2 '(z) donc Vz €]0, +oo[, I'(z + 1) = T'(x) + 2 T'(z).
1

T(z+1) xT(x)

Vi €0, +ool, e +1) — W(x) = 1

1 1

n+1+n

VneN, U(n+2)-V¥(n)=VY(n+2)-V(n+1)+¥(n+1)—¥(n) =



1 1
+7'
n+1 n

VneN*, U(n+2)—V(n)=

3. Soit A un réel strictement positif. Soit € un réel appartenant a I'intervalle |0, A[.

Soit C([e, A],R) lespace vectoriel réel des applications continues de [e, A] dans R.
A
Posons : ¥(f,g) € (C([E,A],R))2 < f,g>= / f(®)g(t)dt. < .,.> est un produit scalaire sur C([e, A], R).
€

L’ingalité de Cauchy-Schwartz indique que V(f,g) € (C([E,A],R))2 (< f,g >)2 << f,f><g,9>.
A 2 A A
V(f,9) € (C(le, AL, R)), </ f(t)g(t) dt) </ (f(1))? dt/ (g(t))* dt.

Soit  un réel strictement positif. ¢ — In(¢) e™? t7 et t— e 2¢"T sont continues sur [, A].

A , 2 A 2 A 1N 2
Ainsi (/ ((ln(t) e tT ) (e*% t T )) dt) < / (ln(t) et t%) dt / (e*% tlT’l) dt.
A 2 A ) A
Donc / In(t)ett*tdt | < / (In(t)) e """ tdt / e "t""1dt | et ceci pour tout e dans ]0, Al.

A A A
Rappelons que / In(t) e tt*~1dt, / (ln(t))2 ettt dt et / e ¢~ dt convergent.
0 0 0

Donc en faisant tendre ¢ vers 0 dans 'inégalité précédente il vient :

A 2 A A
—t yx— 2t —t yr—
</O In(t)e 't 1dt> < </O (In(t)) e "t 1dt> (/0 e 't 1dt>.
V(ZL‘,A) S (Ri) 5 </A hl(t) e_t tm—l dt) < (/A (hl(t))Q e—t tac—l dt) </A e—t tz—l dt) .
0 0 0

4. Soit z un réel strictement positif.

VA €]0, 4], (/OA In(t)e" t””_ldt> < (/OA (1n(t))2e_tt$_1 dt) (/OA et t””_ldt).

—+oo +oo 9 —+oo
Rappelons que / In(t) ettt dt, / (ln(t)) et L dt et / e~ t*~1 dt convergent.
0 0 0

Donc en faisant tendre A vers +o0o dans l'inégalité précédente il vient :

(/Om In(t) e_tt”’_ldt>2 < (/;OO (ln(t))ze—tt“‘—ldt> (/Om e_tt"’_ldt>.

Ainsi (F’(gc))2 < I"(x)T'(z). Donc:

1"

Va €0, +o0f, (I'(z))” < T(2) T ().

/
I et TV sont dérivables sur |0 + oo[, ' ne s’anulle pas sur ]0, +oo[ et Vx €]0, 400[, ¥(x) = 1;((95))
T
F// F _ F/ F/ F F// _ F/ 2
Alors W est dérivable sur ]0, +oo| et Vo €]0, +oo[, ¥'(z) = (z) M) 2(:1:) () _ () I () g (z)) ,
(@) (F(2))

Vz €]0, +o0f, (I‘(x))2 >0et I'(z) M (x) — (F'(x))2 > 0 d’apres ce qui précéde. Alors Vz €]0, +oo[, ¥'(z) > 0. Ainsi:



U est croissante sur |0, +00]. ‘

5. (a) La méthode naturelle est d’utiliser la décomposition en éléments simples :
1 11 1 1
2—a? 2ak-a 2ak+a
Pour éviter aux gens qui ne connaissent pas d’avoir des remords je propose de montrer 1’égalité de la droite vers la

Vk € N*,

gauche.
Notons que 1+a>0,1—a>0,VkeN* k+1+a>0etVk e N* k+1—a >0 car a appartient a ]0, 1[.
Ainsi 14+ a et 1 — a sont dans le domaine de définition de ¥ et pour tout k dans N*, k+1+a et K+ 1 — a sont dans

le domaine de définition de V.

1 1
Soit n un élément de N*. Posons A,, = %a (¥(1+a)—¥(l—a)) - 54 (¥(n+1+a)—¥(n+1—a)).
a a

An:—%(\I/(n+1—|—a)—\ll(1—|—a))+%(\I/(n—|—1—a)—\ll(l—a)).

Notons encore que pour tout k dans N*, k+1+a, k+a, k+ 1 —a et k — a sont strictement positifs et en particulier
appartiennent au domaine de W. Alors par "télescopage” il vient :

I I 1 1 1 - 1
A== S (Uk+1+a)—U(k S (Uhktl-a)-U(k—a))=— 5 —
2a (P +1+a) (+a))+2a2((+ %) (k=) 2a k+a 2a k—a
k=1 k=1 k
1< 1 1 I (Kkt+ta—(k—a) 1 < 2a u 1
T It POkt = B gy et
2a — k—a k+a 2a — (k—a)(k+a) a = k2 —a = k2 —a
Alors: ; ! :An:i(\ll(l—&—a)—\lf(l—a))—i(‘l/(n—kl—!—a)—\ll(n—kl—a)).
k:1k2—a2 2a 2a
PourtoutélémentndeN*:zn:;:i(\ll(l—l—a)—\lf(l—a))—i(\ll(n—l—l—i-a)—lll(n—&—l—a)).
kzle—QQ 2a 2a

Soit n un élément de Nx.

U est croissante sur |0, +o0[, 0 <n+1l—a<n+1+a,0<n+l+a<n+2et0<n<n+1l-—a.
Alors U(n4+1—a)<¥Y(n+1+a),¥(n+1+a)<¥(n+2),¥(n)<¥(n+1-—a).
Donc0<¥(n+14a)—¥(n+a+1),¥(n+1+a)<¥(n+2), -V(n+1-—a)<—-U(n).
Finalement 0 < ¥(n+14+a)—¥(n+1—a) < ¥(n+2)—¥(n).

’Pour tout élément n de N*:0 < ¥(n+1+a)—¥(n+1—a) < ¥(n+2)— V(n). ‘

1 1 1 1
0L — —a) < — = - i ~)=0.
b)) VneN", 0<¥(n+14a)—¥n+1—a)<¥(n+2)—T(n) n+1+netngr4r_1w(n+l+n> 0
Alors par encadrement il vient Erf (¥(n+1+4a)—¥(n+1-a))=0.
Comme Vn € N* i: ;:i(\ll(l—ka)—\lf(l—a))—i(\ll(n—kl—&—a)—\ll(n—i—l—a)):
’ — k? —a?2 2a 2a
lim zn: L) e L @ta) - (1 —a)) = T VA2
1 = — a) — —a)) = : :
n—oo |\ £~ k2 — a? 2a 2a
RO | U(1+a)— V(1 —a)

1
la série g —— est convergente et g = .
n? — a? n2? — a? 2a
n=1 n=1




PROBLEME

Dans tout ce probléeme, p est un réel appartenant a ]0,1[, q = 1 — p, et N est un entier naturel

supérieur ou égal a 3.

PARTIE I: Etude d’un cas particulier.

1. Notons que la commande random crée aléatoirement un réel appartenant & l'intervalle [0, 1] (et pas [0, 1]). Nous

le signalons tous les ans...

Avant de commencer la simulation (assez faible) demandée, écrivons une fonction simple simulant le jeu dans le cas

général.

k sera la variable qui compte les parties. s sera la variable qui donne le nombre de parties gagnées par le joueur qui
reste en jeu apres la k®™¢ partie. Notons que :

e Apres la premiere partie s prend la valeur 1.

e Si k > 2 et sile joueur Ay, gagne la k™ partie (qui est la premiere partie qu’il dispute) s prend la valeur 1. Si ce

n’est pas le cas 'autre joueur gagne une nouvelle partie et s prend la valeur de s + 1.
e Si k > 1, le joueur Ay, gagne la k®™ partie avec la probabilité p.
e Le jeu s’arréte des que s prend la valeur de V.

Voila tout est dit !
Function CAS_GENERAL(N:integer;p:real):integer;

var k,s:integer;

k:=1;s:=1;

Repeat

k:=k+1;
10 If random<p then s:=1
11 else s:=s+1;
12 Until(s=N);
13
14 CAS_GENERAL:
15 end;

1
2
3
4
5 Begin
6
7
8
9

k;

» Ezercice Ecrire la fonction CAS_.GENERAL en utilisant While. 4

(a) RAS, sauf que l'on aurait pu préciser a quoi correspondait cette fonction !

1 function DUEL:integer;

2

3 begin

4 If random<0.5 then DUEL:=1
5 else DUEL:=0;
6 end;

(b) RAS!
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1 function TEST_VICTOIRE(a,b,c:integer):boolean;
2

3 begin

4 TEST_VICTOIRE:=((a=b) and (b=c));

5 end;

» La ligne 4 surprendra quelques personnes... qui ont oublié que ((a=b) and (b=c))) est un boolean. <
(c) Je préfere écrire une fonction plutdt qu'un programme qui oblige & réécrire les deux fonctions précédentes.
Je donne une version while et une version repeat.

function TOURNOI:integer;

var k,a,b,c:integer;

k:=3;a:=DUEL;b:=DUEL; c:=DUEL;

1

2

3

4

5 begin
6

7 while TEST_VICTOIRE(a,b,c)=false do
8

9

begin
k:=k+1;a:=b;b:=c;c:=DUEL;

10 end;

11 TOURNOI:=k;

12 end;

1 function TOURNOI:integer;

2

3 var k,a,b,c:integer;

4

5 begin

6 k:=2;a:=DUEL;b:=DUEL;

7 Repeat

8 k:=k+1;a:=b;b:=c;c:=DUEL;

9 until TEST_VICTOIRE(a,b,c);

10 TOURNOI:=k;

11 end;

» La ligne 9 surprendra quelques personnes... qui ont oublié que TEST_-VICTOIRE(a,b,c) est un boolean. 4

Q2. Le tableau suivant récapitule les 8 résultats possibles des trois premiers duels.

duel 1| AO|AO|AO|AO|A1|AT|AL| AL

duel 2| A0 | A0 |A2| A2 | A1|A1|A2|A2

duel 3| A0 |A3|A2|A3|A1|A3|A2|A3

S’il y a un gagnant il a obtenu 3 victoires consécutives. Il ne peut donc pas y avoir de gagnant a l'issue du premier
duel ou a l'issue du second duel. Donc E; et E5 sont des événements certains. Alors P(E;) = P(E2) = 1.

Il y a un vainqueur & la fin du troisieme duel si et seulement si 'un des joueurs A et A; est gagnant.

1\3
Le joueur Ag (resp. A;) gagne & la fin du troisieme duel avec la probabilité <2> .
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3 3 2
1 1 1
La probabilité pour qu’il y ait un gagnant a I’issue du troisieme duel est donc <2> + <2> c’est a dire <2> .
2

1 3
La probabilité pour qu’il n’ait pas de gagnant a l’issue du troisieme duel est donc 1 — <2> c’est a dire —-

3
Donc P(E3) = 1

P(E1) =1, P(E2) = 1 et P(Es) = %

1 1 1 3

P(E3) = %P(Ez) + iP(El).

Q3. Soit n un élément de [3,4o00]. Notons que s’il n’y a pas de vainqueur apres le duel numéro n, le vainqueur de ce
duel a obtenu une victoire ou deux victoires et pas plus.

Notons E! (resp. E” ) I'’événement il n’y a pas encore eu de gagnant du tournoi a l'issue du duel numéro n et le
n p n y p
vainqueur du n°™¢ duel & obtenu une victoire (resp. deux victoires) et pas plus.

Notons que le premier cas le vainqueur du n®™° duel est A,, et dans le second c’est A, _1.
E,, est réunion disjointe de E!, et E!/ donc P(E,) = P(E}) + P(E)).

E/, se réalise si et seulement il n’y a pas encore eu de gagnant du tournoi & I'issue du duel numéro n — 1 et A,, gagne

1
son premier duel. Ainsi P(E;) = P(E,_1) x 3

E! se réalise si et seulement il n’y a pas encore eu de gagnant du tournoi a l'issue du duel numéro n—2 et A,,_; gagne
les duels numéros n — 1 et n .

Ainsi P(E))) = P(E,,—3) x % X % P(E)) = %P(En,g)
Par conséquent P(E,) = P(E,)+ P(E)) = %P(En_l) + iP(En_Q).
1
Vn € [[3, -‘rOO[[7 P(En) = P(En_1) + 1 P(En_Q) (Rl)

Remarque  En gardant N = 3 et en prenant p quelconque on a :

| P(Ey) = P(E>) =1 et ¥n € [3,+00], P(E,) =pP(Ey 1) +pqP(Eq ). |«

Q4. (P(En))n_n[[1 oo est une suite réelle vérifiant une relation linéaire de récurrence d’ordre 2.

1 1
Son équation caractéristique est z € C et 2% — 5% 71 0 (oui z € C!).

11 1N /1 1 1\* 5 1 V5 1 V5
2—— e —_ - — —_ —_ = —_ —_— = _ - —_— —_—_—— —
veel o5y (Z 4) <16+4> <Z 4) 16 <Z 1) \F 1 '

1-+5 1+5
4

L’équation caractéristique précédente & deux racines distinctes appartenant a R:ry = et ro = 1

Alors il existe deux réels A et p tel que Vn € [1,+o0[, P(E,) = Ary + pry.

On a encore Vn € [2,+oo[, P(E,) = Arf + prf!!
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’ 1l existe quatre réels X, p, r1, r2 tels que Vn € [2,+oc[, P(E,) = Arf + prh. ‘

15 1+V5

et ro =

» Remarque Reprenons ¥n € [1,+o00[, P(E,) = Ar} + pry avec ry =

4 4

Ari+pre=P(Ey) =1 5 5

En résolvant le systéme ' ’ ' il vient A =1 — [ et p=1+ £
A(r1)2 +p(ra)? = P(Ey) =1 5 5

Ainsi Vn € [1,+oo[, P(E,) = (1 - ?) <1 4\/5> + (1 + \f) (1 +4\/3> ’

43 <1+¢5>”“ ) <1¢5>”“

Notons que l'on a encore :¥n € [1,4o0[, P(Ey,)

5 4 4

On peut simplifier les calculs en posant ¥n € N,t,, = P(E,41). Le systéeme initial est plus simple... <

_p— /P> +4pg T2_p+\/p2+4pq ot
ToE 2

» FExercice Dans le cas N = 3 et p quelconque, montrer que r1 = 5

Vn € [1, +oof, P(E,) L1 ! ”+1 1+ L 2
n € [1,+oo[, =5l /|1 tT5 |\ T —F——— | T2
V72 o Vrram) T T V)
1
Ou encore :¥n € [1,400[, P(E,) = ————— (rj*t — 1),
pVDP*+4pg

)\7’1 —|—,LLT’2 = P(El) =1
Disons un mot sur le calcul. En résolvant le systéme ) il vient :
A(r1)® + p(rz) = P(Ez) =1

1—T2 1—7’1

)\:76 = — .
r1(r1 —12) r = (rg —m1)

11— ro — 13
Une piste pour le calcul de \. A = 2 _ 2 2 .
71 (7“1 — TQ) T1 T2 (7“1 — 7“2)

Orri =pro+pg, ri+ro=petriro=—pg. Alorsro—r3 =ry—pro—pg=qro—pg=q(ro—p)=q(-r1).
—qr & &

A= = = — . De méme p = 2

(=pq) (ri—7r2)  p(ri—r2)  py/p?+4pg /P> + 4pg
1=V 1V

. La suite est claire. <

Montrons maintenant que lim P(FE,)=0. ry T

n—-+o0o 4

1—-+V5 1-3 1 1 5 1+3
V5 </9=3. Alors 0 > r = f>—=—f>—1et0<r2= +\[<i:1.
4 4 2 4 4
Donc 71 et 9 sont deux éléments de | — 1,1[. Alors lim r7 = lim r} =0.
n——+oo n—;nfi
Ainsi ngr-ﬁl-loo (A + pry) = 0 donc HETOO P(E,) =0.
lim P(E,)=0.
n—-+oo

Q5. Lasuite (P(En))n>2 est décroissante pour l'inclusion car pour tout n dans [2, +oo[ ’événement E,, ;1 est contenu
dans I’événement F,,.

—+o0
Donc le théoreme de la limite monotone montre que P (ﬂ En> = lim P(E,)=0.

n—-+o0o
n=2
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—+o0 +oo
La probabilité de P (ﬂ En> est nulle. L’événement ﬂ FE,, est quasi imposible.

n=2

n=2

+oo
Notons que ’événement ”le tournoi désignera un vainqueur” est le complémentaire de I’événement ﬂ E,. Alors:

n=2

la probabilité de I’événement "le tournoi désignera un vainqueur” est égale a 1. Cet événement est quasi certain.

Les trois derniers résultats encadrés valent encore pour n = 3 et p quelconque (en attendant mieuz...) car —1 <r; <0
et0<ro<1. «

PARTIE II : Etude du cas général.

1. Ici il y a visiblement un probleme. Si Ag(n) se réalise, nécessairement le gagnant du tournoi n’a pas encore été

désigné a 'issue du duel numéro n. Ainsi Ag(n) C E,. Alors E, N A,(JL) = A,(;L).

P(E,N ALY P(AD)
PP P(AD)

Alors P, ) (En) = = 1!! Donc on décroche et on passe a la question suivante!!

k
2. Soit n un élément de [N, +oo[. Reprécisons légerement les A,in). Pour tout k appartenant & [1, N — 1] notons
Afcn) I’événement ”le tournoi n’est pas terminé apres le n®™e duel et le vainqueur du n®™® duel a obtenu exactement

k victoires”.

N-1
E,, est réunion disjointe des événements Agn), Aén), . A%lzl. Donc P(E,) = P(Aén)).
k=1
Soit k un élément de [1, N — 1]. Agl) se réalise si et seulement :
e 1. Le tournoi n’est pas terminé apres le (n — k)™ duel.
e 2. Le joueur A, k11 gagne les duelsn —k+1,n—k+ 2, ..., n. Notons B,g") ce dernier événement.

Ainsi AU = E,_, 0 B{". Donc P(A{") = P(E,_, N B{")) = P(E,_4) Pg, _, (B{").
Observons que A, _r+1 gagne le duel n — k + 1 avec la probabilité p.
Si k est supérieur ou égal a 2, pour tout ¢ dans [2, k] le joueur A, _;4+1 gagne le duel n — k + ¢ avec la probabilié q.

Alors P(AM) = P(E,_i) Pr,_,(B{") = P(E_1)pqd*" = pg" ' P(E—s).

N-1 N-1
Finalement P(E,) = P(Agcn)) = pqd" P P(E,_p).

Wn € [N, +oo], P(E,) = ]:211 v P(Ery)  (Ra)

3. Pour qu’il y ait un gagnant a ce tournoi il est nécessaire qu'un joueur gagne N duels consécutifs.
Il ne peut donc y avoir de vainqueur & la fin du £°™¢ duel si k est un élément de [1, N — 1].

Ainsi Eq, Es, ..., En_q sont des événements certains. Alors :

| P(B) = P(E) =...= P(Ey_1)=1.|
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N-1
N > N (!!) donc la relation (Rz) permet d’écrire: P(En) = Z pqd" ' P(Ex_}).
k=1

Notons que Vk € [I,N — 1], N —k € [1,N —1]. Donc Vk € [1,N — 1], P(Enx—_i) = 1.

N-1 N-1 1 _ gN-1
Alors P(En)= Y pd" ' =p Y ¢ 1=p—L =1 4"
l—q
k=1 k=1
P(Ey)=1-¢"""
N—1
4. Soit n un élément de [N, +oo]. P(E,4+1) = pd" L P(E,i1_p).
k=1

N—2
Un petit changement d’indice donne: P(Ep41) = pq* P(E,_}). Alors:
k=0

N—-1
P(Eny1) =pP(En) + > pd" P(Bui) = pg" " P(Ey_(n—1)).
k=1

Ainsi P(En11) =pP(En)+q Y pq" ' P(Ent) —pq" ' P(En_ni1) = pP(E,) + ¢ P(En) —pg" ' P(En_n1).
k=1

Donc P(En41) = P(E,) — pgN ! P(E,_n41). Finalement P(E,) — P(Eny1) =pq” * P(En_n11)-

Vn € [N, +oo], P(E,) — P(Ens1) = pg" ' P(En_ns1)  (Rs).

N-1 N-1
5. Q est dérivable sur Ret Vo € R, Q'(z) = . pd* 'k XF 1 0= Y pg*tkXxF1
=1 k=1

En particulier ) est continue sur Uintervalle [0, +oo[ et Q' est strictement positive sur [0, +o0].
Donc @ est continue et strictement croissante sur [0, +oc0].

Alors Q définie une bijection strictement croissante de [0, +oo[ sur [Q(0), lim Q(z)l.

r——+00

Notons que Q(0) = —1 et que lim Q(z) = +oo. Alors 0 appartient & [Q(0), lim Q(z)[.
T—+00 T—+00

Par conséquent il existe un unique élément ry dans [0, +o00[ tel que Q(ry) = 0.

’ L’équation Q(z) = 0 posséde une unique solution dans l'intervalle [0, +-00[. ‘

gVl

N-1
1
Q) = (Z qu1> “l=p ——1=1-¢" T 1= =" < 0= Q).
k=1

La stricte croissance de @ sur [0, +00[ donne 1 < ry.

Nous avons vu plus haut que @’ est strictement positive sur [0, +oo[. Donc Q'(rx) > 0.

’TN>1etQ’(rN)>0.‘

6. Montrons ce résultat a l’aide d’une récurrence d’ordre N — 1.
1 \FN
e ry > 1donc Vk € [1,N — 1], (rn)N=F > 1. Ainsi:Vk € [1,N —1], () > 1= P(Ey).
TN

Ainsi la propriété est vraie pour 1, 2, ..., N — 1.



15

e Soit n un élément de [N, +oo[. Supposons la propriété vraie pour n — N +1,n — N +2, ..., n — 1 et montrons
la pour n.

n—k—N
1

L’hypothese de récurrence donne Vk € [1,N — 1], 0 < P(E,_j) < <> .
N

N-1 N-1 1\ kN 1\ Nl
Mo 0< PUE) = X et PE < X pd () = () X e
k=1 k=1 N N k=1

z

k=1

1

N-1
Rappelons que Q(ry) =0 donc 0 = Q(ry) pg"~trk —1 donc Z pg" ek =1
k=1

1 n—N 1 n—N
Alors 0 < P(E,) < <> x 1= () . Ceci achéve la récurrence.
TN TN

1 n—N
Vn € [1,+o0f, P(E,) < () .
N

1 n—N 1 n
7. ¥n € [1, +oo], 0 < P(En) < () =N () ~
N TN

ry > 1 donc

1 1\"
‘ < 1. Alors la série de terme général <> est convergente.
N N

1 n
Il en est de méme de la série de terme général () .
N

Les regles de comparaison sur les séries & termes positifs montrent alors que la série de terme général P(E,,) converge.

La série Z P(E,) converge.

n>1

Vn € [N, +oo[, P(E,)—P(Eni1) =p¢" ' P(E,_ny1) done Vn € [1,+00[, P(Enin_1)—P(Enyn) =pq” ' P(E,).

s s
Vs € [[17"’00[[7 quil Z P(En) = Z (P(En-i-N—l) - P(En-i-N)) = P(EN) - P(ES-HV)-
n=1 n=1
SPE - P(E P(E Or la séri P(E lim P(E,) =
Vs € [1, 400, Zl (En) = W( (En) — P(Es+n)). Or la série ; (E,) converge donc Jim (E,) = 0.
Alors : :
N , 1 P(Ey) _1-¢"" — 1—gV!

SLHEOO —~ P(En) = sginoo <qu—1 (P(En) - P(E5+N))> T g1 T TpgN-T Donc ; P(En) = pgV-1

too N-1

l—gq
P(E,) =

2 =
8. (a) Notons quesin € [2,N — 1], E,_1 NE, =0 et {X =n} = 0.
Doncsin € [2,N — 1], P(E,—1 NE,) = 0= P(X =n). Soit n un élément de [N, +ool.
{X = n} se réalise si et seulement si le gagnant n’a pas été obtenu & l'issue des duels 1, 2, ..., n-1 et si il est

obtenu au duel numéro n. Donc {X = n} = EyNE,N---NE, 1 NE, OrE,  CE,,C-- C E donc
EiNEyN---NE, 1 =E, .

Ainsi { X =n} =FE, 1 NE,.
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Pour tout élément n de [2,+oc], les événements E, 1 N E,, et {X = n} sont égaux.

(b) Soit n un élément de [2, +o0]. Ep—1 = (En_l N En) U (En_l ﬂfn) =F,U (En_l QE) (car B, C E,—1).
Par incompatibilité il vient : P(E,—1) = P(E,) + P(E,—1 N E,) = P(E,) + P(X =n)).
Donc P(X =n) = P(E,—1) — P(E,) et ceci pour tout n dans [2, +oo[.

Rappelons que X () = {0} U[N, +oo[. Soit s un élément de [N, +oo[. Posons Ts = 0 x P(X = 0)+ Z nP(X =

S s

T,=)» nP(X=n)=) nP(X=n)car (X =2)=P(X=3)=---=P(X=n—-1)=0.

n=N
T,=> nP(X=n)=> n(P(E,1)—P(E,)) =Y nP(E,1)— Y nP(E,).

n=2 n=2 n=2 n=2

s—1 s—1

T,=> (n+1)P ZnP =Y (n+1)P —<an ) — (E1)+5P(Es)>.

n=1 n=1
T,=>_ P(E,)+1-sP(E,) (car P(Ey) =1).

+oo 1— qN—l
Rappelons que la série Z P(E,,) converge et que Z =
n=1 n=1
1 s—N N 1 s
De plus Vs € [1,+o0], 0 < sP(E;) <s | — =ry (s | — :
N TN

1 1Y)’
Or |—| <1donc lim (7‘% (s () )) =rN x 0= 0. Alors par encadrement on obtient lim (sP(E;)) = 0.

N s—+00 N s—+00

— +oo +oo

Ainsi SEmOOT —Sginoo (2_: ) +1—sP(Es )) :;P(En)-l-l—O:;P(E

S —+oo
Alors lim <0 x P(X =0)+ Z;V nP(X = n)> = Z:l P(E,) + 1.

Ainsi la série de terme général n P(X = n) converge et est & termes positifs. Elle est donc absolument convergente.
Donc:

’ X admet une espérance.

S +oo
lim (o xP(X=0)+ > nP(X = n)> =Y P(E,)+1 donc:

n=1

BE(X) = z P(E,) + 1.

+oo N—1 N—1 N—1 n—1 N
1—¢q 1—q¢" " +pgq 1-(1-p)g 1—q
EX)=S PE)+1="—%2  4+1= — _ .
( ) ]; ( ) qu—l qu—l qu—l pqn—l
1— N
E(X)=—1
pqr
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PARTIE III: Calcul de P(E,).

Q1. Montrons d’abord les résultats admis.

(qX—l)Q(X)Z(qX—1)<NZ_:1( ¢t XF) — )ZZl (pg" X*) Nzl ¢ XF) g X +1.

k=1 k=1 k=1
N N-1
@X-1)QX)=> (pd ' X" =Y (pd" ' X*) —¢X+1=p¢" ' XN —pX —gX+1=1-X+pg" ' XV
k=2 k=1

(¢X = 1) Q(X) = R(X).
XR(X)-NRX)=X(0-1+pg " 'NXN") - N(1-X+pgd" 1 X").
XR(X)-NR(X)=-X+Np¢" XN N4+NX-Npgd" 'X"=(N-1)X - N.

[(@X —1)Q(X) = R(X) et X R'(X)— NR(X)=(N-1)X - N.|

Soit z un complexe racine de @ et de Q. Alors R(z) = (¢z — 1) Q(z) =0 car Q(z) = 0.
RI(X) =qQ(X) + (¢ X — 1) Q(X) donc R'(z) = qQ(2) + (g2 — 1) Q'(z) = 0 car Q(z) = Q'(z) = 0.

’ Si z est un complexe racine de @ et de @', z est racine de R et de R'.

Soit z un complexe racine de @ et de Q’. Alors z est racine de R et de R'.
Rappelons que X R'(X) -~ NR(X)=(N—-1)X — N.

N
Alors 0=z R'(2) =N R(z) = (N —1)2—N. Donc z = N1 Ainsi z est un réel qui appartient & I'intervalle [0, +o00].

’ Si z est un complexe racine de @ et de Q’, z est un réel qui appartient & I'intervalle [0, 4+o00]. ‘

Soit z un complexe racine de @ et de Q’. Alors d’apres ce qui précéde z est un réel qui appartient & I'intervalle [0, +oo.

N-1
Or Vz € [0,+c[, Q' (z) = > pg* 1ka*~1 > 0. Ceci contredit z € [0, +00[ et Q'(2) =
k=1

’ Chaque racine complexe de @ est de multiplicité 1. ‘

@ appartient & R[X] donc @ appartient & C[X]. De plus @ est de degré N —1et N —1 > 2
Alors dans C[X], @ est scindé et a racines simples d’apres ce qui précede.

Notons que Q(0) = —1. Ainsi les racines de ) dans C ne sont pas nulles.

Ainsi il existe un complexe v (et méme un réel) non nul et N — 1 complexes z1, 2, ..., zy—1 non nuls et deux a
deux distincts tels que Q = v (X — 21) (X — 22) -+ (X — z2ny_1).

Q2. (a) e Comme zy, 23, ..., zy_1 sont des complexes non nuls, f est bien une application de Cx_o[X] dans C¥~1.

o Soit A un élément de C. Soient S et T deux éléments de Cn_o[X].

fAS+T) = ((/\S+T) <Z11),(/\S+T) <1> ;oo (ANSHT) < ! >)

22 AN-1
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o e = (3 (L) +r (L) s (L) 7 (L) ors () +r(22))
o1 (s (L) (L)oo (o)) (2 (L)r (2) (22) = a8+ e

VA e N V(P,Q) € Cn_so[X] x Cy_a[X], F(NS+T)=Xf(S)+ f(T). f est une application linéaire.

1 1 1
e Soit S un élément de Ker f. f(S) = 0cy-1 donc S <) =S <> =...=9 < ) =0.
21 22 ZN-1
N . . R 1 1 1
21, 22, ..., ZN—1 sont N — 1 nombres complexes deux a deux distincts il en est de méme pour —, —, ..., .
Z1 22 ZN -1

1 1 . N . . N )
— = e sont N — 1 racines deux a deux distinctes de .S qui est un polynéme de degré au plus N — 2.
A ) ZN -1

Alors S est le polynéme nul.
Donc le noyau de f est réduit au polynéme nul. Ainsi f est une application linéaire injective de Cn_o[X] dans CN 1.
Or dimCy_3[X] =N —1et dimCV¥~! = N — 1 done dimCy_5[X] = dim CV ! < +o0.

Dans ces conditions f est une application linéaire bijective de Cx_o[X] dans CN 1.

f est un isomorphisme de Cy_5[X] sur CNV~1,

(b) ¥k € [0, N —2], f(X*)= ((1) (1) (;)) B (@j)k’ <1>k (lenk)'

1
(21)"
1
k
Pour tout k dans [0, N — 2], la matrice des coordonnées de f(X*) dans la base canonique de C"~! est (22)
1
(zn-1)*
Alors :
La matrice A de f dans les bases canoniques de Cn_5[X] et de CV =1 est :
1 1 1 1
21 (z1)N—3 (21)N =2
1 1 1 1
2 (22)N-3 (22)N 2
1 1 1 1
ZN-2 (av—2)V 73 (an—2)N 2
1 1 1 1
ZN-1 (eav-)V 7P (av-)N 2




1 1 1
1 1 1 1
z1 29 ZN -2 ZN-1
La transposée de A est : :
1 1 1 1
(z1)N=3  (29)N-3 (zn_2)N3  (zy_1)N-3
1 1 1 1
(21)N=2  (z)N-2 (en_2)N"2  (zy_1)N-2
(c) Soit (z1,z2,...,2x_1) un élément de CV 1.
Ty P(El)
) ] ) T2 P(E»)
Z1,T2,...,TN_1) est solution de si et seulement si } = .
(1,x2,...,xN—-1) est solution de (S) si et seulement si ‘A
TN-1 P(EN_l)

A est la matrice d'un isomorphisme de Cpy_5[X] dans C¥~! dans les bases canoniques de Cx_o[X] et CN 1.

Donc A est une matrice inversible de M _1(C). Alors A est une matrice inversible de My _1(C).
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) P(Ey)
o . N1 Z2 P(Es) _
Ainsi le systeme (z1,72,...,2n_1) € CVN L et tA . = . admet une solution et une seule.
TN-1 P(EN-1)
Donc (S) admet une solution et une seule.
T+ T2+ +TN-1 = P(Ey)
x x TN_
— = P(Ez)
Le systeme (9) : (z1,2g,...,2n_1) € CN 71 et 22 Zn—1
xr1 X2 TN-1
o N = P(Epe
(21)N=2 " (2)N-2 (zn_1)V 2 (En-1)
admet une solution et une seule que nous noterons (o, s, ...,an—1).
-1
3. Soit n un élément de [N, +oc[. Montrons que u, = Z P up_g.
k=1
N-1 1 n—k—1
Si k appartient [1,N — 1], n —k > 1 et u,_y = aj () )
i=1 “
N—1 N—1 N—1 1\ k1 N-1  N-1 1\ ket
bone X ot = St (S (2) ) =X X (e (1))
k=1 k=1 j=1 J j=1 k=1 J
N—1 N1 N—1 N—1
Ainsi Z " Ty = Z T_Lil ( pg*! zf) Rappelons que Vj € [1, N — 1], 0 = Q(z;) = Z pg*! z;’“ -1
k=1 j=1 ~j k=1 k=1

N_1 N-1 N-1 N-1 N—1
Alors Vj € [I,N — 1], Y pgtt zf = 1. Ainsi: Z pd T up_p = — (Z qu_lzf) = T = Un.
k=1 , .

k=1 j=1 7J

N-1

k—1
Donc u,, = § pq Un—k-
k=1
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N-1
Pour tout n dans [N, 4+oo[, u, = pd" up_p.
k=1

Montrons par une récurrence d’ordre N — 1 que pour tout n dans N*, P(E,) = u,.

N-1 n—1
_ 1
o (a1, ,...,an_1) est solution de (§) donc Vn € [1,N — 1], P(E,) = Sil+%+~--+aflv_ll = a; () .
1 Zo AN-1 =1 %i
Ainsi, Vn € [1, N — 1], P(E,) = u,. La propriété est vraie pour 1, 2, ..., N — 1.
e Soit n dans [N, +oo[. Supposons la propriété vraie pour n — N, n — N + 1, ..., n — 1 et montrons la pour n.
L’hypothése de récurrence indique que Vk € [1, N — 1], P(Ep—k) = upn—.
N-1 N-1
De plus (Rz) donne P(E,) = Z pq" ' P(E,_). lors P(E,) = Z pq" g = u,. Ceci acheve la récurrence.
k=1 k=1

’ Pour tout n dans N*, P(E,)) = u,.




