PROBLEME

p et n désignent deux entiers naturels non nuls .
Partie I

Onpose: u, =§—J‘:+lg A =2—1'UP .

1 1
la Prouver que pour tout p supérieur ou égalal: O0<u, <——-——

p p+li
1b En déduire que la suite (v,,)__,. est croissante puis prouver qu’elle converge et que sa limite

oo
Y estélément de [0,1]. On note maintenant : r, = z u,

p=n+l
j !
2a Montrer que pour tout entier p supérieur ou égalal: u, = —J dx .
p? p+x
1 1
2b En déduire que pour tout entier p supérieur ou égal 32 : — (— - -?) <u, (—-1— - ;) .
p
- 1
2c ATaide de cette derniere inégalité , établir que : <£—

<1, <
2(n+1) 2n
3 Déterminer un entier n tel que v, soit une valeur approchéede Y 210 - pres.



Partie I1

Dans cette partie , k est un entier supérieur ou égala 1.
1

t(t+1)...(t+k)

. . 1
On pose , pour tout réel t strictement positif : f,(1)= " et f,(1)=

1 Montrer que f];_l O-f_,t+D)=k1f(t).
n!

2 En déduire que : sz(p)=m

p=o+l
Partie III
On note P, le polyndme défini par :
P ()=t et, pour tout k supérieur ou égal 32, P, (t) =t(1-t)2-1)...(k—1-1) .

1
On pose d’autre part : a, = JoPk (tdt.
1 1 1-x
= + X

p+x p+l p+l p+x

la Vérifier que, pour tout x positif :

. 1 1 1P, (x)
1b En déduire que u_ = + J dx .
* 2p(p+1) p(p+DP p+x

2a Montrer que pour tout k entier supérieur ou égal a 1, et pour tout réel x positif :
P _R®, Pk
p+x p+k (p+k)p+x)

2b En déduire , par récurrence sur k , que:
u, = a, + a, 4ot a, + 1 J-l P.. (x)dx
pip+1) p(p+D(p+2) p(p+D(p+2)...(p+k) p(p+D...(p+k) p+x

P, (x)dx < Bk

1
2c Montrer que pour tout entier p supérieur ou égal a2 : 0 < J <
° p+x p-1
2d En déduire , en utilisant la partie II , que pour tout entier k supérieur ou égal a 1
et pour tout entier n supérieur ou égal a 1 :
Y a, a,

r, = + +t +r,,
n+l1 2(n+1)}(n+2) k(n+D(n+2)--(n+k) '

avec 0<r,, < =
© (k+Dn(n+1)-(n+k)

. a.
2e Construire une suite (Vv ,de limite ¥ telleque:0<y -v_, < b+l
(Vo Joen ¥ tefled ¥V S G D+ - (n+ K)

3a Calculer a,,a,,a,,a, .
3b Déterminer un entier n, tel que v, 5 soit une valeur approchéede Y 210 ~pres.
3¢ Ecrire, en Turbo-Pascal , un algorithme permettant le calcul de v, , puisde v, , .

3d Donner la valeurde ¥ a 107° prés .
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