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L’épreuve comporte 3 exercices et 1 probléme.

EXERCICE 1

Préliminaire :On rappelle que si (u,) estune suiteréelle, lim u_ =a signifie que pour tout réel

n—o+ee
€ >0, il existe un entier naturel n,, tel que pour tout n supérieur ou égal dn : Iun - al <e.
En déduire que si (u,) est une suite réelle convergente de limite a , strictement positive , alors il existe

a
un entier naturel n, tel que, pour tout n supérieur ou égalan, : u, 2 5 .

Ce résultat pourra étre admis dans la suite de I’exercice .

On considere 1a fonction f définie pour tout réel x par :  f(x) =x.(1-x) etlasuite (u,) .y
définie par la donnée de u, élémentde ] 0,1 [ etlarelation de récurrence: u_,, =f(u,)
pour tout entier naturel n .

1 Etudier les variations de f .

et en déduire 1a limite de la suite (U, ),.n

2a Montrer que,pour tout entier natureln: O<u, < "
) n-+

2b Pour tout entier naturel n, on pose : v, = nu_ . Montrer que la suite (v, ),y est croissante .
En déduire qu’elle converge et que sa limite L appartienta ] 0,1 ] .

2c Pour tout entier naturel n,onpose: w_ =n(v,,, —Vv,) .

Montrer que la suite (W ),y converge et que sa limite vaut L(1-L).

3 Onsuppose L # 1, montrer en utilisant le préliminaire qu’il existe un entier naturel n, tel que
L(d-L
Vnzn, , v, — nZ—(—)-
: 2n

En déduire que lim v, = oo .
n—+oo

1
4  Montrer 4 I’aide de 1a question 2bque: u_~—

n""”n



EXERCICE 2

Partic I. E désigne un espace vectoriel sur R , de dimensionn (n22)

On note i I'endomorphisme identité de E et 6 1’endomorphisme nul de E .
Soit s un endomorphisme involutif de E , c’est a dire vérifiantsos=1i.

1 Justifier que s est bijectif et définirs ™ .

2 Déterminer les seules valeurs propres possibles de s .

On suppose dans 1a suite de cette partie que de plus s#1 ets# —i .

3a Montrerque(s-i)o(s+i)=0 .

3b En déduire que -1 et 1 sont les valeurs propres de s .

4 Montrerque E=Ker(s-i) @ Ker(s+i) (On montrera dans un premier temps que
sipourtoutxde Eona:x=u+v,avecuélémentde Ker (s-i)etvélémentde Ker (s+1i),
alors nécessairement s(x)=u -v )

s est appelée la symétrie par rapport a Ker (s - i) parallelement & Ker (s +1).

Partie I : Etude d’un exemple.

M  (R) désignant I’espace vectoriel des matrices carrées réelles d’ordre n, onnote S I’ensemble des
matrices symétriques de M | (R) et A 1’ensemble des matrices antisymétriques de M | (R) .

Si M est la matrice de M , (R) dont m, ;est I'élément de lai ™™ ligne et de la j ™ colonne,

avecietjélémentsde { 1,2,....,n } ,on rappelle que :
M est symétrique si et seulement si pour tout (i,j) :m = mgs

M est antisymétrique si et seulement si pour tout (i,j ) :m;; =-m;;.
Dans la suite , ' M désigne 1a matrice transposée de M .

1 Vérifier que S et A sont des sous-espaces vectoriels de M _ (R) .
2 Montrerque:M _(R)=S® A .

3 Onnote T I’endomorphisme de M | (R) qui 4 chaque matrice associe sa transposée , montrer que
T est 1a symétrie par rapport & S parallélement a A . '

EXERCICE 3
Dans tout I’exercice , n désigne un entier naturel non nul et A un réel strictement positif .
Partie 1

o
1 jetkdésignant des entiers naturels, a, ; des réels tels que , pour tout j la série 2 a,; soit

k=0
+oo B oo
convergente , montrer que . Z Zaki = ZE&H .

k=0 j=0 =0 k=0

2 Soient X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans N et S une variable aléatoire 2 valeurs

dans {0,1,..,n } . Pour tout k élémeni de IN , on définit I’espérance conditionnelle de S sachant que
X=k par :
E(S/X=k)= Y jP(S=j/X=k)

=0



Joo
Montrer , en utilisant 1a premiere question, que: E(S)= 2 E(S/X=k)P(X=k).
k=0

Partie II

Un ascenseur dessert n étages d’un immeuble .A chaque voyage le nombre de personnes qui montent
dans cet ascenseur au rez de chaussée est une variable aléatoire X suivant 1a 1oi de Poisson de
parametre A .

On émet les hypothe¢ses suivantes :

-Aucun arrét n’est dii & des personnes désirant monter dans 1’ ascenseur 4 un autre niveau

que le rez de chaussée .

-Chaque personne choisit son étage d’arrivée au hasard et indépendamment des autres passagers .

( Ces choix se font dans I’ordre d’entrée des passagers dans 1’ascenseur )

Enfin , pour tout entier naturel k , on appelle S, 1a variable aléatoire égale au nombre d’arréts de

I’ascenseur lorsque celui-ci contient k passagers au départ .

1 Montrer que pour tout j appartenant a { 1,2,...,n } et pour tout entier naturel k :

P(S k+1"J)—"P(S =+ " P(S =j-1.

2 EndéduirequeE(Sk+l)=1+(1——) E(S,).
n

3 Apres avoir justifié que E(S; ) =0, déterminer E(S, ) pour tout entier naturel k .

4 Montrer que si S désigne 1a variable aléatoire égale au nombre d’arréts de 1’ascenseur
A

4 un voyage donné : E(S)=n(l-e )

PROBLEME
p et n désignent deux entiers naturels non nuls .
Partie I

On pose : u, =—:)——J-:+l% , vV, =2‘up .

1 | B
la Prouver que pour tout p supérieur ou égala1: O<u, S ——-——

p p+l
1b En déduire que la suite (v, ) _ . st croissante puis prouver qu’elle converge et que sa limite

+oo
Y estélémentde [ 0,1]. On note maintenant : r, = 2 u,

p=n+l

dx .

1 ¢t
2a Montrer que pour tout entier p supérieur ouégalal: u, = —J‘
0 p+x

2b En déduire que pour tout entier p supérieur ou égal 32 : — (— -—)<u, (—— - --) .
p+1 2 p-1
1 1
2c A T’aide de cette derniere inégalité , établir que : ————<r1, <—
2(n+1) 2n

3 Déterminer un entier n tel que v, soit une valeur approchée de ¥ 2 10 - pres.



Partie II

Dans cette partie , k est un entier supérieur ou égal a 1.

1
o) , tout réel t strictement positif : f.(t)=— et f.(1)=
1 Pose., pOUT WY P =1 e L=

1 Montrer que f,_, () —f,_, (t+1) =k.f (1) .
n!

2 En déduire que : Efk(p) =m

p=n+l
Partic 11

On note P, le polyn6me défini par :
P, ()=t et, pour tout k supérieur ou égal 22, P, (1) =t(1-0)2-1)...(k—1-1) .

1
On pose d’autre part : a, = fOPk (t)dt.

1 1 1-x
+ X

la Vérifier que, pour tout x positif : =
que. p po p+x p+1l p+l p+x

L1 J.l P, (X)dx .

1b Endéduire que u, = 200+ D) p(p+D

"p+x

2a Montrer que pour tout k entier supérieur ou égal a 1, et pour tout réel x positif :
P _P(®), Py
p+x p+k (p+k)p+x)

2b En déduire , par récurrence sur k , que:
up - al -+ a?' e ak + 1 jl Pk+l (X)dx
p(p+1) p(p+D(p+2) p(p+1(p+2)...(p+k) p(p+D...(p+k)

¢ p+x
1P, (x a
2c Montrer que pour tout entier p supérieur ou égal 32 : 0 < j kel (l\ix < ke
o p+x p-1
2d En déduire , en utilisant 1a partie II , que pour tout entier k supérieur ou égal a 1
et pour tout entier n supérieur ou égal & 1 :
a, a, a,
I, = + -t +r,,
n+l 2(n+1D(n+2) k(n+1)(n+2)--(n+k) ’
a
avec 0<r | < s
5 (k+Dn(n+1)--(n+k)
al(+1

2e Construire une suite (v, , ).y ,de limite y telle que : 0 < -v, . S
xJuen ¥ Y T e S G Dn(n+ - (n 1 k)

3a Calculer a,,a,,a;,a, .
3b Déterminer un entier n, tel que V,,3 Soitune valeur approchée de y & 107 pres .
3¢ Ecrire, en Turbo-Pascal , un algorithme permettant le calcul de v, -puisde v ..

3d Donner la valeurde y 2107 pres.



