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EXERCICE 1

L1 1 _(+l-n_ 11

1) a)VnEN,E*n_i_l* nn+1)  nm+1) a,
VHEN*77_1_ :
n n n+1

* . 1 - 1 1 1 My A 99
Vr e N7, ;a:; (n_n—|—1> :1—mpar télescopage”.

I
1
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b) Soit n un élément de N*.
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Comme la série de terme général — converge, la série de terme général
a

converge également.
n anJr 1

Alors la série de terme général u,, converge. De plus:
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La série de terme général u,, converge et E Uy = 5

n=1

Remarque 1l était sans doute plus rapide d’utiliser la méme méthode que dans 1) a) et d’écrire que :
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2) a) et b) Nous allons regrouper le tout dans un méme programme. Nous écrirons une version récursive de fact
(fonction fact) et une version itérative de fact (fonction fact2).

Calculer a; +as+- - -+a, en appelant a chaque fois la fonction fact est une hérésie. Nous donnerons donc une fonction
qui calcule honorablement w,, (fonction u) et nous écrirons aussi ce qu’attend le concepteur (programme principal).

1 Program Edhec_2013;

2

3 function fact(n:integer):integer;
4

5 Begin if n=0 then fact:=1

6 else fact:=n*fact(n-1); end;
7

8 function fact2(n:integer):integer;
9

10 var k,a:integer;

11

12 begin

13 a:=1;

14 for k:=1 to n do a:=axk;

15 fact2:=a;

16 end;

17

18 function u(n:integer) :real;

19

20 var k,f,s:integer;

21

22 begin

23 f:=1;s:=1;

24 for k:=2 to n do

25 begin

26 f:=fxk;s:=s+f;

27 end;

28 u:=n/s;

29 end;

30

31 var n,k,ubu:integer;

32

33 begin

34

35 write(’Donner n. n=’) ;readln(n);
36

37 ubu:=1;

38

39 for k:=2 to n do ubu:=ubutfact(k);
40

41 writeln(’u_’,n,’=’,n/ubu);

W~
)

end.

[
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c) Vn € N*, === Or le cours indique que pour tout réel x, la série de terme général — converge. Ainsi:
n! n!

. JPII |
La série de terme général — converge.
27

n n
1 1
d) Soit n un élément de N*. Z ap = Z k!'>n!>0. Donc — > et n>0. Alors:
n! n
k=1 k=1 o Y a
k=1
1 n S n n
I YR T - = Un
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1
Vn € N* <
(=1
« 1 - . 1
e) Vn € N*, 0 < u, < —— et la série de terme général ——— converge.
(n—1)! (n—1)!

Les régles de comparaison sur les séries & termes positifs montrent alors que la série de terme général u,, converge.

’ La série de terme général u,, converge.

+o0 +o0
Vn € N*, u, < ' donc Z Uy < ;car les deux séries convergent
(n=1) e A
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On revient au cas général.
3) Soit n un élément de N*. Soit < .,. > le produit scalaire canonique de R™ et ||.|| la norme associée.

Dans l’espace vectoriel euclidien (R", <> ), I'inégalité de Cauchy-Schwarz indique que:

V(z,y) e R" xR", | <z,y > | < |lz|| |lyll- Ce qui revient & dire que:
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Notons que Vk € N* a; > 0. Alors:(1—|—2—|—---—|—n)2)= ( k) = (Z w/akx> .
1

n n k 2
Alors ce qui précede permet d’écrire que : (1 +24---+ n)2 < ( (\/ak)2> Z (> ) Donc:
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(1+2+- (Zak> (ZZ>:(a1+a2+-~-+an) (a11+(i+---+;i)-

k=1

1 4 2
Vn € N*, (1+2+-~+n)2< (a1 +az+--+ay) (++~~~+n>.
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4) a) Soit n un élément de N*.
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2 4 n2
Rappelons que (1—|—2+~-~+n) <(a1+a2+-~-+an) +a—+ a— .
2 n

De plus (1 + 24+ n)2 et a; + as + - - - + a, sont strictement positifs. Alors:
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< — 4+ — ] = -
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a1 +as+---+ay (1+2+---+n ar  ag Qn 1424+ -+n) =1 Ok
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De plus 2n + 1 est positif, ainsi: nt < n 5 Z — =1 2—2> Z —
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b) Soit N dans N*. D’apres ce qui précede :
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C) La série de terme général — est convergente (par hypotheése) et & termes positifs donc VN € N*| E — < —

n =1 Mk o Ok
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Alors YN € N, S + <4y <y -
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Ainsi la série de terme général est a termes positifs et la suite de ses sommes partielles est majorée
ay+az+---+ay
+o0 1
par 4 E —- Elle est donc convergente.
a
k=1
2n+1
La série de terme général + converge.
a1+a2+...+an

n
ay+az+---+ay

Soit n un élément de N*. u,, =

1

0<n<ntsetartagt+ay>0donc0< " < Nty 1 2nt 1
n<n+—-eta+as+---+a onc Up = == .
ST 2 e " S a4 +a, artayt+ota, 2a+ay+-+an
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Ainsi Vn € N*, 0 < u, < = nt :
2ar+az+---+ay
. . 2n+1 . R - L
De plus la série de terme général converge donc il en est de méme pour la série de terme général

ar+az+---+ap
1 2n+1

ial—&—ag—i—---—l—an.

Les régles de comparaison sur les séries & termes positifs montrent alors que la série de terme général u,, converge.
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La série de terme général u,, converge et E Uy < 2 —
427

n=1 n=1
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EXERCICE 2

1) Soit B = (e1, ea, e3) la base canonique de R3.

Im f = Vect (f(e1), f(e2), f(es)) = Vect(0p, e1,2e1 + 3ez) = Vect(er,2e1 + 3ez) = Vect(eq, e2).

La famille (e, e3) étant libre, Im f est de dimension 2. Comme ici dim E = dimR?® = 3, Im f est un hyperplan de E.
De plus si z est un élément de E, f(x) appartient & Im f! Donc si z est un élément de Im f, f(x) appartient & Im f!!

Alors Im f est stable par f.

’ Im f est un hyperplan de R? stable par f.

2) a) Proposons plusieurs versions.
o Version 1 Cette version a pour seul intérét de ne pas empiéter sur la suite.

Cherchons les valeurs propres de M.

2— )\ 1 1
Soit A un réel. Cherchons une réduite de Gauss de M — \I3. M — A3 = 1 2— A 1
1 1 2— A
1 1 2— )
L’opération L1 +— Lg sur M — A\ I3 donne 1 2—A 1
2—A 1 1
1 1 2—A
Les opérations Ly «— Ly — Ly et Ly «— L3 — (2 — X)Ly donnent: [ 01—\ A—1
0 A—1 —(2-))?%+1
1 1 2— A

L’opération L3 <— L3+ Lo donne enfin: [ 0 1 — A A—1
0 0 A—(2—-))?

Observons que A — (2= A2 =X —4+4X - X2 =—-(A2 -5 +4)=—-A—-1)(A—4).

1 1 2—A
Donc [ 0 1-— X A—1 est une réduite de Gauss de M — A I5.
0 0 —A=1(N—-4)

A est valeur propre de M si et seulement si M — X I3 n’est pas inversible.

1 1 2—A
Donc A est valeur propre de M si et seulement si [ 0 1 — A\ A—1 n’est pas inversible.
0 0 —A=1)(A—14)

Cette derniére matrice est triangulaire supérieure et ses éléments diagonaux sont 1, 1 — A et —(A—1) (A —4)!
Donc A est valeur propre de M si et seulement si —1 4+ A =0ou —(A—1) (A —4) =0.
Par conséquent A est valeur propre de M si et seulement si A =1 ou A = 4.

Les valeurs propres de M sont 1 et 4. Alors:

les valeurs propres de f sont 1 et 4. ‘

1
o Version 2 Notons que M —Is= |1
1

. Alors rg(M — Is) =1 < 3. Donc M — I3 n’est pas inversible.

—_ = =
—_ =
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Ainsi 1 est valeur propre de M. De plus dim SEP (M,1) =3 —rg(M — I3) = 2.
1 2+1+1 1 1

Notons également que M [ 1 | = [ 1+2+1 | =4 [ 1 ] et [ 1| # Opr, . (m)-
1 14+1+2 1 1

Alors 4 est valeur propre de M et dim SEP (M, 4) > 1. Donc dim SEP (M, 1) 4+ dim SEP (M, 4) > 3.

Comme la somme des dimensions des sous-espaces propres de M est inférieure ou égale & 3, M n’a pas d’autres valeurs
propres que 1 et 4.

1 11
o Version 8 Notonsque M —I3=[1 1 1]. Alorsrg(M —1I3)=1<3.
1 11

Donc M — I3 n’est pas inversible. 1 est valeur propre de M. De plus dim SEP (M, 1) =3 —rg(M — I3) = 2.

M est symétrique a coefficients réels donc M est diagonalisable. Comme 1 est valeur propre de M et que le sous-espace
propre associé est de dimension 2, M a exactement deux valeurs propres distinctes.

Notons « la seconde valeur propre de M. Le sous-espace propre associé a cette valeur propre est de dimension 1.

Dans ces conditions M est semblable a la matrice diagonale D = Diag(1,1,a). M et D étant semblables elles ont
meéme trace. Donc 2+a=14+1+a=trD=trM =2+2+2=6. Ainsia=6—-2=4.

Les valeurs propres de M sont 1 et 4.

111 1
b)M—I;=[1 1 1]et|1]|#0pr,,m®)- Alorsrg(M —1I3)=1.
111 1

Le théoréme du rang donne alors: dim Ker(f — Idg) = dim F —rg(f —Idg) =dim E —rg(M — I3) =dim E — 1.
Ainsi Ker(f — Idg) est un hyperplan de E. Montrons que Ker(f —Idg) est stable par f.

Version 1 Soit x un élément de Ker(f — Idg).

(f =1dg)(f(2)) = f*(z) - f(z) = f((f = 1dp)(2)) = f(0p) = 0. Donc f(z) appartient a Ker(f —Idp).

Vo € Ker(f —Idg), f(z) € Ker(f —Idg). Ker(f —Idg) est stable par f.

Remarque il faut sans doute savoir et savoir démonter que plus généralement si h est un endomorphisme d’un
K-espace vectoriel et P un élément de K[X], Ker P(h) est stable par h.

Version 2 Soit z un élément de Ker(f —Idg). Alors f(x) = « donc f(z) appartient a Ker(f —Idg)!
Vo € Ker(f —Idg), f(z) € Ker(f —Idg). Ker(f —Idg) est stable par f.

’ Ker(f —Idg) est un hyperplan de R? stable par f. ‘

3) a) Soient x et y deux éléments de E' de matrices respectives X et Y dans la base 5.
f(z) (vesp. f*(y)) a pour matrice AX (resp. ‘AY) dans la base B.

Comme B est une base orthonormée de E, < f(z),y >=1(AX)Y et < z, f*(y) >='X(*AY).
Alors < f(z),y >=1"(AX)Y ='X'AY ='X(*AY) =< z, f*(y) >.

’V(m,y) EEXE, < f(x),y>=<zx, f*(y) >. ‘

b) Soit g un second endomorphisme de E tel que Y(z,y) € E x B, < f(z),y >=< z,9(y) >.

Y(z,y) € E?, <x,9(y) >=< f(x),y >=<=z,f*(y) > Donc Vo € E, Vy € E, < z,9(y) — f*(y) >=0.
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Alors Vy € E, g(y) — f*(y) € E+. Comme E+ = {0g}, Vy € E, g(y) — f*(y) = 0g.

Par conséquent Vy € E, g(y) = f*(y) et ainsi g = f*.

’ f* est 'unique endomorphisme de E tel que V(z,y) € E x E, < f(x),y >=< z, f*(y) >. ‘

4) a) A est valeur propre de f donc de M. Alors M — X\ I, n’est pas inversible donc *(M — A I,,) n’est pas inversible.
Or {(M —\I,) =M — \'I, =M — \1I,.

Ainsi M — M1, n’est pas inversible et )\ est valeur propre de *M donc de f*.

’ A est valeur propre de f*.

Remarque Il est aisé de montrer que Sp f = Sp f*. <«

b) u n’est pas nul, car u est un vecteur propre de f*, donc Vect(u) est un sous-espace vectoriel de E de dimension 1.
Comme (Vect(u))l est un supplémentaire de Vect(u) dans E, dim (Vect(u))l = dim F — dim Vect(u) = dim E — 1.
Alors (Vect(u))L est un hyperplan de E. Montrons que (Vect(u))L est stable par f.

Soit z un élément de (Vect(u))J'. Montrons que f(x) appartient également & (Vect(u))L.

11 suffit pour cela de montrer que f(x) est orthogonal & wu.

< flx),u >=<uwz, f*(u) >=< z,A\u>= X <z,u>. Or x appartient a (Vect(u))l donc < z,u >=0.

Ainsi < f(z),u >= A <z,u>= A x0=0. Alors f(z) est orthogonal & u donc appartient & (Vect(u))J'

Finalement Vx € (Vect(u))L, f(z) € (Vect(u))L. (Vect(u))L est stable par f.

(Vect(u))L est un hyperplan de E stable par f.

Remarque 1l faut sans doute savoir et savoir démontrer que si F' est un sous-espace vectoriel de E stable par f*
(resp. f), F'* est stable par f (resp. f*). <

Remarque Le résultat annoncé juste avant la question 3 et démontré dans la question 4 est assez utile pour établir
des résulats importants de réduction en raisonnant par récurrence sur la dimension de I’espace vectoriel. Je pense par
exemple a la preuve du fait qu'un endomorphisme posseédant un polynéme annulateur scindé ”posséde au moins une
matrice triangulaire” (et réciproquement).

Nous allons montrer qu’il vaut pour un endomorphisme h d’un K espace vectoriel E' de dimension finie n non nulle.
Soit A une valeur propre de h.

e Esquisse d’une preuve. dimKer(h — A Idg/) > 0 donc dimIm(h — A Idg/) < n.

Alors il existe un hyperplan F de E' qui contient Im(h — X Idg/). Vx € F, h(z) = (h—X1ldg/)(z)+ Az € F+F C F.
F est un hyperplan de E’ stable par h.

e Une preuve. \ est valeur propre de h donc Ker(h — X\ Idg/) n’est pas réduit au vecteur nul.

Alors dimKer(h — X Idg/) > 0 et le théoréme du rang donne :dimIm(h — A Idg/) = n — dim Ker(h — A Idg/) < n.
Montrons que Im(h — X Idg/) est contenu dans un hyperplan de E'.

Si dimIm(h — A Idg/) = 0 tout hyperplan de E' (et il en existe...) contient Im(h — X Idg/).

Supposons maintenant que la dimension p de Im(h — X\ Idg/) est non nulle. p < n.
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Soit (e1, ez, ...,ep) une base de Im(h — A Idg/). (e1,ea,...,e,) est une famille libre de E'.
Le théoréme de la base incompléte indique alors (eq, e, ..., ep,) se compléte en une base (e1,es,...,e,) de E'.
Soit F' le sous-espace vectoriel de E' engendré par la famille (e, es, ..., €,_1).

Comme (eq,ea,...,en_1) est libre, dim F ' =n —1=dim E’ — 1. Donc F est un hyperplan de E'.

De plus, comme p < n, Im(h — A Idg/) = Vect(ey, ez, ...,e,) C Vect(er,ea,...,ep—1) = F.

Donc Im(h — X Idg/) est contenu dans F.

Soit « un élément de F. h(z) — Az = (h— X Idg: )(z) appartient & Im(h — A Idg/) donc a F.

Comme F' est un sous espace vectoriel de F’, (h(x) — )\a:) + Az appartient a F' donc h(x) appartient a F'.

Vo € F, h(z) € F. Ainsi F est un hyperplan de E’ stable par h. <

p.
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EXERCICE 3
1
1) e Vo €] — 0o, —1JU 1, +o0], f(z)= 3.2 >0etVeel—1,1], f(x)=02>=0.
Ainsi f est définie et positive sur R.
1
o z — 0 est continue sur Ret ¢ - — 5 est continue sur R*, donc f est continue sur | — oo, —1], | — 1, 1] et [1, +oo].
x?

Alors f est au moins continue en tout point de R — {—1,1} donc f est continue sur R privé d’'un ensemble fini de
points.

1
e f est nulle sur | — 1,1[ donc / f(¢¥) dt existe et vaut 0.
-1

1 . z q 117 1 L
t— Y7 est continue sur [1,4o00[. Vz € [1, 400, : ﬁdt = |5 1 =5 + 5

Al li tL d¢ li ! + = ! L D /+°° L dt te et t L
ors 11m — = 11m _— = —- bonc existe et vaut —
z—too f; 212 & —+00 2z 2 2 1 242 2

C t— — est pai R* /_1 L it existe et t/+oo L it done &
omme —F €S alre sur s —F existe e au —F onc —-
2¢2 P 242 vant | 9 2

—1 +oo
1
Alors / f(t)dt et / f(t) dt existent et valent 3"
—00 1

oo 1 1
Dans ces conditions / f(t) dt existe et vaut 3 + 0+ 3 donc 1. Ceci acheve de montrer que:

— 00

’ f peut étre considérée comme une fonction densité de probabilité.

2) Vz € R, F(z) / (@

e Soit x un élément de | — oo, —1].

1 11" 1 1
Wy €] - /f £)dt = /dt_[_} __ 1,1
y 217 2t], 2z 2y
’ . 11 1

Donc F(z / f)ydt = yl}moo f(t)dt ygr_noo (_230 + Qy) =5

1 - 1
Vr €] — o0, —1], F(z) = oy En particulier F(—1) = 3

x

e Soit x un élément de | — 1,1].

T -1 T
z):[ f(t)dt:[ f(t)dt+/71f(t)dt:F(fl)+O:%carfest nulle sur | — 1, 1].

Vr €] -1,1], F(z) = %

e Soit x un élément de [1, +o00].

-1
1 1

Rappelons que [m f@)de = / ft)ydt =0 et / f@) /1 5Ye] dt = 2 92 (comme nous l'avons

vu dans 1)).

Alors F(x / f)de = / f(t dt+/f dt—|—/f +1—i:1—i-
2 2z 2x
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1
Vo e [l,+oof, F(z)=1- TS

La fonction de répartition F' commune aux variables aléatoires X}, est définie par:
_ L si x €] — 0o, —1]
2z ’
Ve eR, F(z) = % size]l—1,1]
1-— 1 si @ e (1,400
2z '

3) Soit n un élément de N*. Soit x un réel.
Gn(z)=PY,<z)=P (Sn < :v) = P(S, < nz) = P(Sup(X1, Xa,...,X,)) < nz). Alors:
n

Gn(z) = P({X1 < nz} N {X; <nz}n...Nn{X, < na}).
Or Xy, Xo, ...., X,, sont mutuellement indépendantes et ont pour fonction de répartition F'. Ainsi:

Gn(x) = P(X; < nz) P(X2 < nz)...P(X, <nzx)= (F(nx))n

. 9 1 N 1 n
Slxe_—oo,—n],nm €] — 00, —1] et Gp(z) = (F(nx))" = (—an> .
Size |-5 L] ne el = 11[et Gul@) = (Fna)" = (1)
x_n,n,na: [ et Gu(a) = (F(na))” = {5 | -
Si e_l+ € [1,+oo[ et Gy (z) = (F( ))"— 1- ! nAinﬁ
x B oo |, nx , ool et Gy (z) = (F(nz)) = 5z s
T six 00,
Vn € N*, Vo € R, G,(x) = <1> siz € 1,1{
2 | n'n
(-mz) weefi]
1—-— six € |—,+00
2nwx |n

4) a) Soit n un élément de N*. (G,, est une fonction de répartition donc G,, est croissante sur R.

" 1
Alors Vz €] — 00,0], G,(z) < G,(0) = (2> =50

1
Pour tout élément n de N* et pour tout réel x négatif ou nul: G, (x) < on’

b) Soit x un réel strictement positif.
1

1 1
Sin est un élément de N*, > — équivaut & n > — car z — — est strictement décroissante sur ]0, +oo].
n x z

1
Posons alors ng = Ent <> + 1.
T

1
Notons que ng appartient a N* car Ent <) appartient a N puisque x est strictement positif.
x

1 1
Soit n est un élément de N supérieur ou égal a ng. n € N* et n > Ent () +1>—-
x x

.11
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1
DoncVne N, n>2ng=z > —-
n

Pour tout réel x strictement positif, il existe un entier naturel ng non nul, tel que, pour tout entier n supérieur ou

égal a ng,ona x> —-
n

Soit x un réel strictement positif. Il existe ng dans N* tel que Vn € N, n > ng = x > —-
n

1 1 n
AlorsVnEN,n}noﬁxE{,—|—oo{etainsiVn€N,n>n0:>Gn(x)=(l—2 ) )
n nx

Pour tout réel x strictement positif, il existe un entier naturel ng non nul, tel que, pour tout entier n supérieur ou

1 n
sgal 3 Go(x)=(1-
égal & ng, on a G, (x) ( 21”7)

5) a) Soit x un réel.

e Supposons d’abord que z est négatif ou nul.

1 1 1\"
VneN*, 0<Gp(z) < — et lim — = lim <2> =0 car

n n—-4oo 2N n—-+oo n——+oo

1
2‘ < 1. Donc par encadrement lim G, (x) = 0.
e Supposons maintenant que z est strictement positif.

1 1 n
Alors il existe un élément ng de N* tel que ¥n € N, n > ng =z > — et G,(z) = (1 — ) )
n

2nx
. 1z 1 1 - 1 1
Soit n un élément de [ng, +oof. Alors z > — donc = > ——- Ainsi 1 — >1—-=->0.
n 2 2nz 2nz 2 2
1" !
On peut alors dire que G, (x) = (1 — 2) = en(1=7%) et ceci pour tout élément n de [ng, +oo[.
nw

1 1 1 L 1
li - = In{l-o—) ~ —— Alosnln(1- Mo 22
nffoo( 2na:> 0 done n( 2nrﬂ)n*+oo 2ne 0 n( 2”55)"**0" 2z

1 1
Par conséquent lim (nln(1-— — = ——
n—+00 2nz 2x
1 L

1
La continuité de la fonction exponentielle en —— permet de dire que: lim G,(z) = lim e" m(l-ms) = e 2z,
2z n—+00 n—+o0o

1
FEE 0
Pour tout réel z, lirf Gp(z) = { € si €] ’+OO[.
n—-+0oo

0 sinon
~35 siz €]0, +oo
b) Vz € R, G(z) = lim Gn(x)_{e St &S reol
n—-+oo .
0 sinon
e lim G(z)=0car G est nulle sur | —00,0]. lim G(z)= lim e 75 =’ =1.
T——0Q r—+0o0 r—+00

e Montrons que G est croissante sur R. Soient z et y deux réels tels que z < y.
Siz<y<0:G(x)=G(y) =0donc G(z) < G(y)!
Siz<0<y:G(z)=0et G(y) = e~ 77 donc G(z) < G(y)!

I
(9]
|
8
A
(e
|
@
I
Q
—~
<
N~—

1 1 1 1
Supposons que 0 < z < y. Alors — < — donc —— < ——. Ainsi G(z) -
2y 2z 2x 2y
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Finalement V(z,y) € R?, = <y = G(z) < G(y) donc G est croissante sur R.

e (G est croissante sur R, lim G(z) =0 et lirf G(z) = 1 donc G prend ses valeurs dans [0, 1].

e (G est nulle sur | — 00, 0] donc G est continue sur | — 00,0]. Alors G est continue en tout point de | — 0o, 0] et
continue a gauche en 0.

1 . . . L .
T — 5. est continue sur ]0, +oo[ et & — €® est continue sur R. Par composition  — e~ 2= est continue sur |0, +-00[
T

donc G est continue sur |0, +oco[. Alors G est continue en tout point de |0, 4+o00[

1
lim (—) = —oo donc lim G(z) = lim e~ 75

0 = G(0). Ainsi G est continue & droite en 0.
2x z—0t z—0t

Ceci acheve de montrer que G est continue sur R.

e G est nulle sur | — 00,0] donc G est de classe C! sur | — oo, 0].
1
T o est de classe C! sur )0, +o00[ et & — e” est de classe C! sur R. Par composition = — e~ 7% est de classe C!
x
sur |0, +oo[ donc G est de classe C* sur |0, +oo].

G est de classe C! sur | — 00, 0] et ]0, +oc[. Donc G est au moins de classe C! sur R* donc sur R privé d’une ensemble
fini de points.

Les cinq points précédents montrent alors que :

G est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité. ‘

C) e Pour tout n dans N*, G,, est la fonction de répartition de Y.
e (G est la fonction de répartition d’une variable aléatoire & densité Y d’aprés b).

e G est continue sur R et pour tout réel z, lim G,(z) = G(x).
n—-+oo

Alors la suite (Y},),>1 converge en loi vers la variable aléatoire Y.

’ La suite (Y;,)n>1 converge en loi vers une variable aléatoire Y dont la fonction de répartition est G.

1
6) Notons F' L la fonction de répartition de v

-

1
Y prend ses valeurs dans R donc il en est de méme pour v Alors Vz €] — 00,0], Fv(z)=0.

<l

1 1
Soit x un réel strictement positif. F% () =P (Y < x) =P (Y > > car Y prend ses valeurs dans R} et x est
T

strictement positif.

1 1
Fo(x)=1-P (Y < ) =1-P (Y < ) car Y est une variable aléatoire & densité.
x x

1 - 1 . .
Fi(z)=1-—e 2075 =1—e"7 car — est strictement positif.
x

1—e % sixzel0,4o00] l—e 2 sizel0,+o0] Al
. Alors:

Finalement Vo € R, F1 (z) = { ouVr €R, Fu(z)= {

0 sinon 0 sinon

. . : o1
v suit la loi exponentielle de parametre 3
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PROBLEME
Partie 1
E B - z
1) a)uoz/ 1dtzzetu1=/ sintdt = —costr:—cosz—i—cosO:—O—i—l:l.
0 2 0 L 0 2

s
ug = — et u; = 1.
0= 3 1

™

b) Soit n un élément de N. w,q 1 — u, = /2 (sint)" 1 dt — /2 (sint)*dt = /2 (sint)™ (sint — 1) dt.
0 0 0

Vte[&%},@mﬂ”>0et$nﬁ—1<O.Am$VtePL%},@mﬂ"@mt—l)go

Z
Comme 0 < g7 Uptl — Up = / (sint)” (sint — 1) dt < 0. Donc tp41 < Up.
0

Finalement, Vn € N, w11 < ty.

’ La suite (uyp)nen est décroissante. ‘

3
c) Soit n un élément de N. Vt € [O, g} , (sint)™ > 0. Comme 0 < g, Up = / (sint)™dt > 0.
0

T s
Supposons que u, est nul. Alors t — (sint)™ est continue, positive et d’intégrale nulle sur [0, 5} De plus 0 # 5

" . m . m\™
Dans ces conditions ¢ — (sin¢)™ est nulle sur [O, 5} Or (sm 5) =11!!
Donc u,, n’est pas nul et u,, > 0. Par conséquent u,, est strictement positif.

]VneNﬂm>o¢

La suite (un)nen est décroissante et minorée par 0 donc elle est convergente.

’ La suite (un)neN est convergente. ‘

El B
2) a) Soit n un élément de N. w10 = / (sint)" ™2 dt = / (sint)™ ™! sint dt.
0 0

Posons Vi € [0, g] , u(t) = (sint)" ™! et v(t) = — cost.

u et v sont de classe C! sur [0, g} De plus Vt € [0, g] , u'(t) = (n+1) cost (sint)” et v(t) = sint.

Le tout justifie I'intégration par parties suivante.

[NE]

% us
Uppo = / (sint)" ™! sintdt = [(sint)’”r1 (— cost)} ’ —/ ((n+1) cost(sint)™) (— cost)dt.
0 0 0
T\ n+1l 5
Upty = — (sin 7>

5 cos = + (sin0)"** cos 0+ (n + 1) /

2 0

™

Upyo = (n+1) /05 (cost)? (sint)™dt = (n + 1) /0E (1 — (sint)?) (sint)" dt.

(cost)? (sint)™ dt. Comme cos g =0et (sin0)" "t =0:
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Upt2 = (N +1) (/2 (sint)™dt — /2 sint)"t2 dt).
0 0

Upta = M+ 1) (Up, — Upg2) = (n+ D) uy — (n+ 1) upyo. Ainsi (n 4 2) upta = (n+ 1) uy,.

’VnGN, (n+2)un+2:(n+1)un.‘

b) Montrons ce résultat par récurrence.

T oot (2 x0)! o T 1 LT
® U = UuUngp = — € —_— _= — —_ = —
OO @K T2 (Ix1)2 2 2
2 x 0)!
Ainsi ugyg = (;OXO!))Q X g et la propriété est vraie pour n = 0.
e Supposons la propriété vraie pour un élément n de N et montrons la pour n + 1.
2 1
La relation de 2) a) permet d’écrire (2n 4 2) ugpt2 = (2n + 1) ugy,. Donc ugy, o = 271712 U, -
n
2n)!
L’hypothese de récurrence donne us,, = (Q"(Xn)n')Q X g
2 1 2 1 2n)! 2 1) (2n)! 2 2) (2 1) (2n)!
ALOTS Ty rp = =y, = 2 2n)! m_ (n+D@n)!  m (20+2)(2n+1)(20) 7
2n + 2 2n+2 (27 xnl)2 2 (2n+2)(2n xnl)Z2 2 (2n 4+ 2)2 (27 x nl)? 2
(2n +2)! o7 (2(n+1))! o (2(n+ 1)! o7
U2(n = U2n = = = — U(n = —-
Ant) TR T o ik 1)2(20 x a2 T 2 (2 x (n+ D)2 T 20 20D T @k ()2 T 2

Ceci acheéve la récurrence. Ainsi:

(2n)! ™
Vn €N, ugy, = ——>— X —-
mES M = on Sz X g
C) Vn €N, (n+42)uptotunt1 = M+ 1) up upt1 = (0 + 1) upg1 up done la suite ((n + 1) upiq un)neN est constante.
Alors Vn € N, (n 4+ 1) upi1 un = (04 1) ugp1 ugp = ugup =1 x g = g

Vn € N, (n—i—l)unﬂunzz

5
1
d) Soit n un élément de N. (2n + 1) ugptq oy = g et ug, > 0. Donc ugyr1 = m x L.
1 ™ (2" x n!)? (2" x n!)?
2l = Gz 2 @nrD@n)  @niDl
(2" x n!)?
Vn €N, Ui = -
ME S et = e )
1 1
3) a) Vn N, uyio = %un et u, # 0 donc Vn € N, HZZQ = 212
n . 1 1
Alors lim Unt2 _ lim ntl_ nt ~ ﬁzl‘
n—+oo Uy n—+oco n 4+ 2 n—+2n—+oon
lim -2 —q,

n—-+oo Up,

b) Rappelons que la suite (uy,)nen est décroissante.
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U U
Donc Vn € N, upyo < Upy1 < Uy, et up > 0. Ainsi Vn € N, nt2 < ntl <1
Uy, Uy,
. Un+2 . .
Comme lim =1, il vient par encadrement :
n—-+oo Uy,
U
lim —* =1
n—-+o0o Up,
C) De ce qui précede il résulte que upy1  ~  Up.
n—+oo
m 2
Alors — = (n+ 1) upt1 up ety N Upi1 Un n;ioonun Up = NUL.
9 T T
Donc u e insi up, = |up| etV
T
tn n—+oo \| 2n
Partie 2
1) Soit x un réel.
—tx
e { —» —— est continue sur | — 1, 1|.
e =1
e—tw e—tw e;c 1 . e—tw e—ta: e—;c 1
[ ) = ~ _— e — ~ - .
VI—t2 VTt /T+t t»-1+ V2 (1+1)2 VI—t2 JT—t/1T+¢ t=21- V2 (1—1)2
e—tw —tx
oVt €] — 1,0], >0et Vte[0,1], >

1—¢2

V1-—t2

Ot Lot 1
. T et — convergent car — < 1.
1 (1+¢t)e o (I1—-1t)z 2

1 —=
e 1
Donc / et / —— ——  dt convergent également.
fl—i—t)% V2 (1—1t)2 Bont e
0 et
Ce qui suit et les regles de comparaison sur les intégrales impropres de fonctions positives montrent que / ——dt
1 V1 —1t2

dt convergent. Par conséquent dt converge. Ainsi:

1 —tx 1 x
€ €
et —— e
/o V1—4¢2 /_1\/1—152

pour tout réel z, 'intégrale I(x dt converge.

[

’ Dans la suite de cette partie, x désigne un réel strictement positif. ‘

et 1

< .
VI—2 1= ¢2

2)a)vte[0,1, 0<e ™ <let0< Donc V¢ € [0,1], 0 <

1
VI—t2

p dquent vt € (0,1, 0< L L1
ar conséquen L[, 0K = —
4 TV1I—12 71— ¢2
1 [t et 1Y de at 1 booae
Orl(x)=— ———dtet I(0) = — / ——— convergent donc — / / ———— convergent.
@ =2 e detiO=2 | = comvere vice VT onvere
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" ; DT 1 oe 1t dt
Comme 0 < 1, en intégrant 'encadrement précédent il vient: 0 < — dt < —
0 T Jo

mJo VI-P? Vi

1/t de 1 [t et
Posons M = — / . M est une constante et 0 < — / ——dt < M.
T Jo V1—1t2 S 0o V1—1t2 =

Il existe une constante M telle que 0 < M.

1 1 efxt
— ——dt <
T /0 V1—1t2

1 1 e—a:t
Remarque Pour étre précis disons qu’il existe un réel M tel que Vx €]0,+o0[, 0 < — / dt < M
T Jo

e—mt

V1—t2

1t
On peut méme dire qu’il existe un réel M tel que Vz € [0, +oo[, 0 < = /
T Jo

1
b) Soit u un élément de {0, 2].
e0<<u<l Alors 1< —u<0donc0<1—u<l.

Comme z — 4/ est strictement croissante sur [0,4o00[:0 = Vi<vVI—u<vV1=1.0<VI-u<l.
1
Vi—u
1 (l-w)(l+u?-1_ (Q-w)(+u’+2u)-1 1+u’+2u—u—u’—2u" -1

1 2 _ = =
.( +u) 1—u 1—u 1—u 1—u

1 w—u?—ud U u 1 1 u 5 1 2
2 _ _ R N N 2 _ 2o (1
(Lu) == 1—u vl S A <1+4 (4*”“‘)) 1—u (4 <2+“> '

2
1 1 1 1 1
u appartient a [O, 2] donc 3 + u appartient a [2, 1} . Alors (2 + u) appartient a [4, 1} par croissance de z — 22

1
La décroissance de z — — sur |0, +o0o[ donne 1 <
z

sur [0, +oo.

1 2 5 5 (1 2
Par conséquent <2 + u) <1< 1 Ainsi 1 (2 + u) > 0.

O<u<1donclu

—u 1—u 1—u

2
1 5 1 1
> 0. Finalement (1 —i—u)2 — . (4 — (2 + u) ) > 0. Alors 0 < 1 <(1- u)2.
—u

1 1
Par croissance de z — /z sur [0, +o00o[ on obtient : = < l1—u)y2=1-ul=1-u.
VE sur [0+ ==\ <V wr =

1 1
Yue |0,=|, 1< <1+
2 1—u

1
3) a) Soit Z une variable aléatoire qui suit la loi normale d’espérance 0 et de variance 3

1 =t 1
Posons Vt € R, ¢(t) = ——=€21/V2? | p est une densité de Z, Vt € R, ¢(t) = et et © est paire sur R.

V2 (1/v2)

B

+0o0 +oo 1
. / ©(t) dt converge et vaut 1. Donc / ©(t) dt converge et vaut 3
0

— 0o

JT

oo 2 1 Foo 2
Par conséquent / — e~ %" dt converge et vaut 3 donc / e~V dt converge et vaut 5
0 0

T

1 1
E(Z) (resp. V(Z)) existe et vaut 0 (resp. 5) Alors E(Z?) existe et vaut V(Z) + (E(Z))2 donc 3
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+o0 +oo
1 1
Alors / 2 p(t) dt converge et vaut 5 Comme t — 2 ¢(t) est paire sur R, / t2 o(t) dt converge et vaut 7
0

— 00

, oo 9 1 2 1 Foo 9 g2 VLS
Par conséquent / t [ —=e™" ) dt converge et vaut — donc / t“e” " dt converge et vaut —-
0 NS 4 0 4

+o0 +oo +o0 +oo
/ et dt et / 2e " dt convergent. / et dt = ﬁ et / et dt = ﬁ
0 0 0 2 0 4

—xt

b) Notons que t — ¢

Vit
t — V/tx est de classe C! sur ]0, +oc[. Ceci justifie le changement de variable u = v/tz dans ce qui suit.

1l e—te VI g=u® 9 Vi g 9 (VT
Soit £ un élément de ]0, 1[. / % dt = / 67 u 2 du / il efu du = = efu2 du.
IS5

Ny A N R NEWN =

est continue sur |0, 1].

N3 2 a 2 2 a 2
/ —u® Jy existe. Alors, comme lim ez =0, lim / dt— lim —/ e " du| = —/ e " du.
0 e—0t e—0t \/> e—0t \/E Vex T Jo

1 N
(& 2 2
Ainsi / —— dt converge et vaut — / e~ du (ceci pour tout = dans ]0, +00[).
o Vi VT o

\/E 2

+oo

—u? Q . —

e~ " du converge et vaut £ Comme hm VT = +o00: lim e " du=
0 2 r—r+00 r—r+00 0

ol

vz VT
Comme ﬁ # 0, / e du ~ Y. Alors / l / e du ~ 2 ﬁ = /T

/1 Y 1 /l g T
converge € ~ —
0o Vit 8 0o VvVt aoteo\

C) Nous allons utiliser ici une démarche analogue & celle de b).

Notons que t — e~ %t

t est continue sur |0, 1] et méme sur [0, 1].
t — V/tx est de classe C! sur ]0, +oc[. Ceci justifie le changement de variable u = v/tx dans ce qui suit.

Soit & un élément de |0, 1[.

/ et \tdt = / e x M X v du = / e du = / u? e du.
c N Vo ooow VT TVT T

va
/ u? e~ du existe et lim vex =0. Donc:
0

e—0t

1 2 Ve 2 2 Ve 2
lim e \tdt = lim / e du | = / ue ™™ du.
e—0+ J, e—0+t \ T/x VT x/x Jo

1 VT
2
Ainsi / e 7'/t dt existe (normal!) et vaut Y / e du (ceci pour tout z dans |0, +o0|).
0 TA/T

VE oy VT

—+o0
—u? ™ . . _
u? e du converge et vaut £ Comme lim +/z = +oo: lim u?e " du
0 4 r——+00

r——+00 0 4
VT 1 2 VT 2
Comme VT #0, / we ™ du  ~ ﬁ Alors / e Vtdt = / we ™ du  ~ VT =
4 0 z—+oo 4 0 zyT J z 4

—4o0 I \/E
1 1
/ e 1/t dt existe et / e TNEdt ~ v .
0 0 T—+o00 21 \/5

S

[N}
8
B
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4) a) t — t+1 est de classe C' sur R. Ceci justiﬁe le changement de variable u = 1 +t dans ce qui suit.

Soit £ un élément de |

/m +€m

0 —tx

e

lim (14+¢)=0cet / dt converge.

a<71>+( ) V=2 8
—(u-1)z

Alors du converge et /

W

1 —(u—1)z

\/1—t2 \/1—u—1

0 — eT e UT —
t—/ / du = €* / 5 du
\/1—t2 Vi-(w—1)2 V1= (u?+1-2u) 0 V2u—u?
eftx e~ uT ev e~ Uz
7dt=e“"/ 7du=—/ —du
[1v1—t2 0 V2 fu— 2 V2 Jo fu (1 %)
1 e—uw 0
/ —————— du converge et /
o Juli-3)

BT / W
VIR VRl -y

1
b) Soit u un élément de ]0, 1]. g appartient a ]0, 2]. 2) b) donne alors 1 <

u
<14 =
+2

=
I
(SIS

—UIE —uxr

(&

f SV <7 (1+3)

e Uz e uz +7 —uw\[

1
Comme e "% et — sont positifs :

Ja

< <
Vi fui-g) Ve

1 —ux 1 —ux
/ 7 du, / LR et/
0o Vu 0\ Ju (1-%) 0
e Uz e uT e uT 1 T
/ / ——du+ = / e " \/udu. De plus y/ = est positif donc:
0 0 ™

\[ / N du < \[ / \/7 \/7 / v du+ \/7 / e " \/udu et ceci pour tout élément x

de ]0, +o00|

D’apres 3) b) / \f u o~ \/> donc 4/ — / \f uo o~ \/>1/ =1.
) [z e we
1 1
1
D’apres 3) c)/ e " Judu ~ VT donc 1/£/ e udu ~ \/; v = .
) w00 22T 7 Jo zoto0 \| T 22y/T 2z
z [! 1
Alors lim <1// e_“x\/ﬂdu) = lim — =0.
T—+00 T Jo z—+o0o 21
1 1 1
x e U 1 z
d — L - e —ux d =1
“> Hufoo(\/;/o Ju 2<\/;/06 ﬁu))

L’encadrement (%) permet alors de dire que: lim

e
r—+00 T Jo " (1 _ %)

—ux

Ainsi Vu €]0, 1],

e " \/udu convergent. Alors, comme 0 < 1:

Tr—+400

Ainsi lim (
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1 e uw
e gy
0 w(1—u 1 —ux
Alors lim # = 1. Donc / eidu ~ \/?
T—+00 z 0 m z—+oo \| T
e t® d&t et /1 e Uz d et [n efm et xm
—_— = —_— —_———— U ~ —_— _——=— = .
V12 N 1-2) et 2 V22 27z
1 0 eftr e®
Finalement — / dt ~ .
TJ_1V1I—12 z=too\ 27z

0
Par conséquent /
-1

e® 1 [0 etz
Par croissance comparée lim = +00. Donc lim ( / dt> = +00.

z—+00 /D 1 z—+too \ 7 J_4 V1 —¢2

e—tw

1—¢2

1
Comme nous l'avons vu dans 2) a) = — — / dt est bornée sur |0, 4o0].
T Jo

e—tac

V1 —¢2

1 1 —tx 1 0
Alors x — — / c dt est négligeable devant x — — / dt au voisinage de +o0. Donc:
Y 0 ™ -1

V1 —¢2

I(z) =

1
T

1 —tx 0 —tx 1 —tx 0 —tx T
e 1 e 1 e 1 e e L.
dt = — —dt+ — dt ~ — dt ~ - Ainsi :
1 V1 —1¢2 T J_1 V1 —t2 T Jo V1—t2 z—toom J_1 /1 —t2 z—+00 /2T
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Partie 3

1) ({X = k}) ey €st un systeme complet d’événements. La formule des probabilités totales donne alors :
—+oo —+oo
P(X=Y)= ;;o P{X=kn{X=Y})= ;;o P{X =k}n{Y =k}).

Comme X et Y sont indépendantes et suivent la loi de Poisson de parametre A :

too +oo & 2 4o 2% oo 2k
PX=Y)= Z (P(X=k)P(Y =k)) = Z (;\| 6)\> = Z ((21)2 e2>‘> =e Z (2!)2'
k=0

k=0 k=0 k=0

too A2k L Ly too A2k
Pec=1 =3 (e ™) = "2 G

k=0

2) a) Soit t un réel de [—1,1] et = un réel strictement positif.
Soit u un élément compris entre 0 et —tx. Notons que |u| < | — tz|. Alors:
u < |ul < | —tx| = |tx| = |t]|z| = [t|x. Or |t| <1et x> 0doncu< |tz < x.

Par croissance de la fonction exponentielle on obtient : e* < e”.

’ Pour tout u compris entre 0 et —tx, e* < e*. ‘

Notons 9 la fonction exponentielle. 1 est de classe C*° sur R, Vk € N, ¢®) = ¢ et Vk € N, w(k)(O) =(0) = 1.

Soit » un élément de N. L’inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a ¥ a l'ordre 2n sur le segment d’extrémités 0 et

—tx (que nous noterons [0, —tz]...) donne:
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2n
(—tz = 0)* | —te —0]*"+! 2n+1
—tx) — —_ 0 {—— M (2n+1) .D :
’w( z) kz_o < RN Gt DT wel, [P ()l Done
2n k 2n+1 2n+1 [,.|2n+1 2n+1 ,.2n+1
—t t t t
67&6 _ Z ( I’) < | I’| Max U _ ‘ | |1‘| Max eu — | | €T Max eu.
P k! (2n + 1)' u€[0,—tx] (2n + 1)' u€[0,—tx] (271 + 1)' uw€e[0,—tx]
‘t|2n+1 x2n+1
De plus pour tout w compris entre 0 et —tx, e* < e® donc Max e" <e® et — > 0.
u€[0,—tx] (2Tl + 1)'
2n k 2n4+1 ,.2n+1
. —tx (_tx) ‘t| L T
Ainsi |e™ = ) " 2n + 1)
k=0
2n
_ (—tx)k |t|2n+1 $2n+1
vt € [—1,1], Vz €0, , Vn € N, e _ M u,
[=1,1], ¥z €]0, +o00], vn € kZ:O ! 2n+ D! et
2n
B —tx)k |t|2n+1 x2n+1
vt € [-1,1], Yz €]0, ,VneN, et — ( e
[=1,1], Var €]0, +oo], ¥n ¢ kzzo il @n+ 1)
b k
Soit k dans N. t -+ ——— est continue sur [0, 1].
) N 0,11
th 1

eVte[0,1[, 0 <P < 1. et > 0 donc Vt € [0, 1],

1
—_— 0< < :
N Vi Vi-P

° converge donc converge. Ainsi converge.

1(0)71 /1 dt /1 dt /1 dt
T Jo1 V11—t —1V1—¢2 0o V1—1t2
Les deux points précédents et les regles de comparaison sur les intégrales impropres de fonctions positives montrent
1 k
t

—dt.
0o V1—1t2

™
Soit € un élément de }O, 5 [ t — sint est de classe C' sur R. Ceci autorise le changement de variable u = sint dans

alors la convergence de

ce qui suit.

Notons que si t € [0,¢], cost > 0 et alors cost = /(cost)2 = /1 — (sint)2.

€ € int k 5 int k sine k
/ (sin t)’C dt = / (sint) costdt = & costdt = _%
0 o cost 0 m o VI—u?

Or lim sine =1 et

/1 =
e—=% 0 V1 — u?

z 1k 1 gk
U = sintkdt:/ 7du:/ —dt.
F /0 ( ) o V1—u? o V1—1t2

. ™ e ps [
du converge. Donc en faisant tendre € vers 5 par valeurs inférieures il vient :

Pour tout élément k de N, dt converge et vaut ug.

|, i

k
» Remarque Soit k un élément de N. t - ——— est continue et a la parité de k sur ]| — 1,1[. Alors ce qui précéde

V1-—1t2

dt converge et vaut dt si k est impair.

0 4k 1k 1 gk
e ———=dt si k est pair et—/ —_—
/_1\/1—t2 /0 V1—¢2 P 0o V1—1t2

permet de dire que

Dans ces conditions dt si k est pair et 0 si k est impair.

1 tk
/0 V1—1t2

dt converge et vaut 2

1 tk
/4 V1-—1t2

1 k
t
dt converge et vaut 2uy, si k est pair et 0 si k est impair. | <

Pour tout élément k de N, —
/4 V1—t?
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C) Soit x un réel strictement positif et soit n un élément de N.

Soient « et B deux éléments de | — 1, 1] tels que o < .
2n

—t k t 2Tl+1 21’L+1 1
Si t appartient & [, (], t appartient & ] — 1,1 donc |e™** — kZ:O ( k;r) < | @n _fl)! e’ et Wi >0
—tax 2n k 2n k 2n41 ,.2n41
— — 1 t 1
Alors Vt € (o, f], < —Zi = e_m—z (zte) X < id v e® x .
VI—t2 = kV1I—12 S V1—1t2 (2n +1)! Vi
—tx 2n k k 2n+1 2n+1
e (—z) t x |t]
Donc Vt € [a, 8], — < e” .
2, 5] V112 k_()( k! 1t2>‘ 2n+ 1) V112
B —tx B {L‘2”+1 ‘t|2n+1
« < (8 donc en intégrant on obtient : / dt < / ( e* > de.
4 5 N\ i

[e%

e _2Zn (—x)k tF

11— = kU1 —+#2
/ﬁ et _QZ” ((_x)k tk ) & </[3
o \vice = Uwovie) )Y S
B e—tw 2n (—x)’“ tk B p2ntl |t|2n+1
— dt| < v dt. P ¢ t:

/ (x/ﬁ 2( i) )4 < [ (e v o poscomeaven
2n

B8 et (—x)k B tk p2ntl B |t|2n+1
—_ < T .
/a N de Z k! /a m dt = (Qn + 1)! € /a m dt (*)

k=0

Or dt car a < 8. Donc:

et _i((_@k 1k
e 2w e

dt converge et vaut  I(z).

1 e—tac
° -
/_1 V-t

1 k
t
e Pour tout k£ dans N / ———— dt converge et vaut 2uy si k est pair et 0 si k est impair d’apres la remarque
1 V1 —t2
de 2) b).
1 2n+1 0 _ y2n+1 1 2n+1
t dt d / ! dt et ¢ dt t
. converge donc e ——— dt convergent.
—_1v1—1¢2 _1v1—1¢2 o V1—1t2

0 |t|2n+1 1 |t|2n+1 1 |t|2n+1
Alors / dt et / dt convergent donc / dt converge.
141 —1¢2 o V1—1t2 & _1V1—1¢2 &

Ces trois points permettent de faire tendre a vers —1 par valeurs supérieures et 3 vers 1 par valeurs inférieures dans
(%) et I'on obtient ainsi :

1 —tx 2n Eopl k 2n+1 1 2n+1
e (—x) / t ) x / |t] )
—dt — dt )| < ——¢€F dt. Ce qui donne encore :
/_1 V1—1t2 kZ:O ( k! V1 —¢2 ‘ (2n +1)! V1 —¢2 E
n (—Z‘)Qk ) x2n+1 1 |t|2n+1 o
ml(x)— 2u < ———¢" d¢. Ainsi:
(@) g( (2k)! (2ue) Cnt+1)! S Vi
n 2k 2n+1 1 ‘t|2n+1
T T
ml(z) — — (2w < ———€" dt.
(@) ];) ((%)!( ’“)> Cnt+1)! S Vi
‘t|2"+1 1 |t|2n+1 1 |t‘2n+1 1 t2n+1
t— est paire sur | — 1, 1]. Alors/ dt:2/ dt:/ dt = 2usp,41. Donc
Viee P ] | VI o V12 0 VI e
n ka $2n+1 233271,—&-1 e”
I(z) — 2 (2 < " (2Ugpr1) = gy,
m(z) 1;) ((Qk)!( “’“>> Gnr) ¢ Buzert) = oy tentt
n 1 2k ) 2n+1 .z
En divisant par 7 il vient: |I(z) — ];) <7r % (2 uk)> < ﬁ Ugpt1-
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(2k)! 1 a2k 1 a2k (2k)! =« x2k x2k
Or vk eN =-————_—-doncvkeN, ———(2 = - — = = .
Pk EN we = o g done VR EN, oo G = L il @ k) 2 T @ X AR (B2 2
n .’E2k 2x2n+1 e®
Ainsi [I(x) — bl
insi \I(z) 2o (B2 2% | S wen+ 1 e
n 9 x2n+1 et
Vx €]0,4o00[, Vn € N, ZO P2 < @) Uon41°
d) Soit x un réel strictement positif.
" " Z2n+1
La série de terme général — converge donc lim — =0. Ainsi lim — =0.
n! n—+oo n! n——+oo (271 + 1)!

. 7T . . 7T .
Nous avons vu dans la partie 1 que u,, ~ —. Alors lim wu, = lim — =0donc lim wugyy1 =0.
n—-+oo 2n n—-+oo n—-+o0o 2n n—-+oo

) 2 1,2n+1 BI . 2 ea: l,2n+1
Alors lim | ————ugpy1 | = lim ——— U2p+1 | = 0.

n—+oo \ m (2n + 1)! n—otoo \ m (2n+1)!
n 22k
L’encadrement de c¢) permet alors de dire que ngrfoo Z: (G = I(x).
22k T 2k
Donc la série de terme général (G converge et ; (G = I(z).
22k T L2k
Pour tout réel x strictement positif la série de terme général (29 converge et I(z) = ’;J W

3) P(X=Y) -2 Z 2 2% = e 22 I(2)) car A est un réel strictement positif.
e 62)\ 62/\
La partie 2 a montré que I(x) ~ donc I(2)\) ~ = .
P 4 ( )$—>+°°\/27r96 ( )A—H-OO V2T2MN 2VTA
e2A 1

PX=Y)=e 22N, ~ e s =0

P(X=Y)

1
A—=+4o00 24/ N\

p.
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