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Nota : les trois parties sont indépendantes. 

lère partie : 
--. 

On considère la fonction numérique de variable réelle f définie sur 3 - 1, +CO[ par : 

s i t f O  
1 1  1 -+- 

f( t )  =--(1 + t ) t  2 
e 

s i t = O  f ( t )  = 1 . 

1 - a - Etablir le développement limité de Log (1  + t) à l'ordre 2 au voisinage de O . 
En déduire que la fonction f possède un développement limité à l'ordre 1 au voisinage de O . 

b - Montrer que f est continue e t  dérivable en O . 

1 1 
2 1 + t  

2 - Soit cp la fonction définie sur ] -  1, +a[ par cp (t) =-( 1 + t --)- Log (1 + t) . 
a - Etablir I'égalité 

1 f ' ( t)  =- . cp(t) . f ( t )  , t # o .  
t 2  

b - En déduire que f '  est continue sur 3 - 1 , + CO [. 
c - Etudier le signe de cp( t )  pour t E] - 1, +a [. 
d - En déduire : 

YtE]  -1, +a[ , f ( t )  21 . 



, n 3 1 .  
n !  

un +I ( x )  1 a - Vér i f ier ,  pour x > O  , I'égalité = e . x . f  (-$ . 

b - Etud ier  la convergence de  cet te  série suivant les valeurs d e  x E IR' 

c - E n  dédui re les l imi tes des deux  suites 

d - Etab l i r  successivement les inégalités suivantes pour t E IR' : 
n n  

tL  t3 L o g ( l + t )  ,< t-y +- t 

L o g  (fct)) ,< 2 +x - t 2  t3 

e - E n  ut i l isant  3-a-, établ i r  la majora t ion  
n-1 

k = l  12 k2 6 k3 
1 + ~  (J-L+--), 1 1  n a 2 ,  

L o g  (un(;)) < - 
I I I  

e t  en  dédui re que la sui te 

2ème partie : 

IK [XI est l'ensemble des po lynemes à coef f ic ients  dans le  corps IK 

Pour  tout ent ier  naturel  n , on d é f i n i t  le p o l y n ô m e  0, d e  C [XI  par  

- ( X  - i)n +']. 1 n + l  

2i 
Q, = -[(X+i) 

1 - Déterminer le degré de  Q, . 

2 - Pour tout ent ier  naturel  r , m o n t r e r  que 

r 
2 p f l  2r -2p 

X 
2 r + l  

Q,, = c ( -1Ip C ( 1 )  
p = o  

3 - a - Déterminer les racines de  Q, . Mont rer  que ces racines sont réelles. 

b - E n  déduire la décomposi t ion de  O, en facteurs irréductibles dans IR [ X I  

4 - Pour tout ent ier  naturel  r , mont re r  que 

f -  E n  dédui re la l i m i t e  de la sui te ("" ;)eln) . 



5 - En utilisant ( 1  1 et (2) , établir I’égalité 

I 

2 ka r Or-1) c cotg - - 2r+l - 3  k = l  

(on calculera de deux façons le  coefficient de X2r-2 dans Q2r). 

En dt‘duire que 
r 

2r(r+l) 
3 

=- 1 

2r+l 

c 
k = l  s in2L .L  

7r 6 - a - Pour tout x de J O , - [ , établir les inégalités 
2 

1 < - .  2 1 cotg x <  - 
X sin2x 

r 
1 

b - En déduire un encadrement de c 
k = 1 ( & - ) 2 ’  2r+1 

1 
k2 

c - Montrer que la série numérique de terme général - est convergente et  calculer 

38me partie : 

Pour tout entier naturel n et  tout réel x strictement supérieur b - 1 , on pose 

1 - Montrer que F, est définie e t  continue sur ] - 1 , + CO [ . Etudier son sens de variation. 

Montrer que F, admet des limites en - 1 et +CO e t  calculer ces limites. 

2 - Soit x fixé, avec x > O. Montrer que 

t X 
e t  - 1 .  (on pourra comparer d’abord - 1 +t 1 +x 

En déduire que la suite (Fn (XI) est convergente et déterminer sa limite. 

3 - Soit x fixé, avec -- < x < O .  Montrer que 2 

En deduire que la suite (F, (XI) est convergente et  déterminer sa limite. 


