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ECOLE SUPERIEURE DE COMMERCE DE PARIS

CONCOURS D'ADMISSION SUR CLASSES PREPARATOIRES

OPTION SCIENTIFIQUE

MATHEMATIQUES I

mardi 29 avril 1997, de8ha12h

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Seules sont autorisées: Une régle graduée.

Une calculatrice de poche pouvant étre programmable et /ou alphanumérique, a
fonctionnement autonome, sans imprimanie, sans document d'accompagnement et de
surface de base maximum de 21 cm de long sur 15 cm de large.

Le probléme traite de quelques propriétés des polyndmes de HERMITE qui constituent une famille orthogonale
pour un certain produit scalaire qui sera étudié dans ce probléme .

On notera R[X] (resp.R,[X]) Iespace vectoriel des polyndmes & coefficierits réels (resp. 'espace vectoriel des
polynomes de degré inférieur ou égal & n) y compris le polynéme nul. ‘
Pour tout entier naturel k le polynéme X* se confond avec la fonction polynomiale réelle z — z¥, en particulier
X0 est la fonction constante égale & 1.

On notera [z] la partie entiére d’un réel z.
+ o0 22
Enfin on rappelle que / e"2de =+2n7.

-0

Partie I

Trois résultats utiles par la suite.

1) a) Pour tout entier naturel n, justifier la convergence de P'intégrale

$2

1 +oo
I, = —— ne= 5 d

b) Etablir, pour tout entier n > 2, égalité: I, = (n — 1) I,_,.

. . 2n)!
¢) Soit n un entier naturel. Donner la valeur de Io,4; et montrer que Io, = (2:)’ .
n!

d) Pour toute fonction polynomiale P, justifier la convergence de Pintégrale

2

1 [t z
Wir /_oo P(z)e” 2z dz
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2)

3)

1)

2)

3)

On rappelle que si une suite de terme général v, est telle que les deux sous-suites de termes généraux vgy,

et vap41 convergent vers le méme réel | alors la suite (vy,) est elle-méme convergente de limite [.
. .. . cn
Soit €' un réel positif. Pour tout entier naturel n on pose u, = W .
2n zr
. En déduire la limite de la suite (tn)nzo0.

a) Déterminer lim
n—+oo nl

b) Montrer que la série de terme général usp + uggy1 (ol k € N) converge et donner sa somme.
+0o0
¢) En déduire la convergence de la série de terme général u, et la valeur de la somme Z Up -
n=0
Soit a un réel strictement positif et soit g une fonction réelle indéfiniment dérivable sur {—a, a] pour laquelle
existe un réel positif K tel que, pour tout entier n :

Knn!
M M@ <
Moz Ig @)l < @l

a) Montrer que pour tout A € {—a,q]

A —#\n
lim / (/\—It—)—g("“)(t)dt:()
n.

17— 400 0

b) En déduire I’égalité suivante, valable pour tout A € [—a,qa] :

Quelle simplification obtient-on si g coincide sur [—a,a] avec une fonction polynomiale de degré d 7

PARTIE II
Les polynémes de Hermite.

1“2

+o0
Montrer que l’application (P,Q) — (P,@Q) = \/%/ e” 2 P(2)Q(z)dz est un produit scalaire sur
TJoco -

R{X]. On notera ||| la norme associée.

Ainsi si n est un entier naturel, la restriction de ce produit scalaire aux polyndmes de degré au plus n fait
de (R,[X],{.,.)) un espace euclidien.

A Daide de la base (1, X, X2, X3) construire une base orthogonale de (R3[X],{(.,.)) formée de polynomes
dont le coefficient de plus haut degré est 1.

Pour tout entier naturel n on considére I’application H, de R dans R définie pour tout réel z par
z?  -—?
Ho(z) = (-1)"eT (7)™

olt selon I'usage f(")(z) désigne la valeur en z de la dérivée n**™¢de f (en particulier f(O(z) = f(z)).

a) Pour tout réel z calculer Hy(z), Hi(x), Ho(z), Ha(x).
b) Soit n € N*. Etablir les relations
Hpyr = XHp — nHa_; (1)
et
H’n = an—l (2)

—z? =z
Pour établir (1)on pourra remarquer que (e 2 Y+ = (—ze~2 ),
¢) Montrer que, pour tout n € N, H, est une fonction polynomiale dont on précisera, en fonction de n, le

degré, la parité et le coefficient de plus haut degl}é.
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4} On dispose du
Type
Poly = array[0..20] of integer ;
On nommera de la méme fagon un polynome de degré au plus 20 et la variable de type Poly obtenue en
stockant dans la case numéro k, 0 < k < 20, le coefficient de X* dudit polynome.
a) Ecrire la partie instruction (i.e. sans les déclarations) d’une procédure PASCAL dont ’en-téte est
Procedure MULTIX (P, Var Q :Poly);
qui stocke dans @ les coefficients du polyndme X P, P étant un polynéme de degré au plus 19.
b) A Vaide de (1) écrire la partie instruction d’une procédure PASCAL dont Pen-téte est
Procedure HERMITE (n :integer ;Var H :Poly };
qui, étant donné un entier n,2 < n < 20, stocke les coefficients de H,, dans une variable de Type Poly.

PARTIE III

(Hy)nzo comme famille de polynémes orthogonaux.

2
z -
1) a) Montrer que si P est un polyndme et n un entier naturel non nul alors lir_? P(z)(e™2 )(" Y= 0.De
T =+ + 00

z2 _
méme on montrerait et on admet que lim P(m)(e_T)(n 1): 0.
- —00 .

b) Pour tout n € N calculer
1 +o0 2

(Hp, Ho) = —== Hp(z)e~ T de

V2T Jeoo

Pour n non nul on utilisera la définition de H,, .
| ¢) Soit (n,m) € N* x N*. En remarquant que
(1 [

(HoyHn) = | Hu(@)(e™T)Mde
‘ 27 J_oo

et & laide d’une intégration par parties qu’on effectuera avec soin montrer que
1 (Hn, Hm) :m(Hn—laHm-—l)

‘ En déduire que (H,)nexy est une famille orthogonale de R[X]. Pour n € N, que vaut (H,, H,)?
2) a) Soit k €N et R une fonction polynomiale de degré au plus & ; Que vaut (Hp41,R) 7
b) Soit n un entier naturel, k un entier vérifiant 0 < k < n et P un polyndme de degré au plus k. Etablir.
Pégalité
ot =PI = | Heal + 1Q - PP
ol @ = X*! — Hy.y. On pourra calculer (Hyy,,Q — P).
Quelle est, dans Pespace euclidien (R,41[X],{.,.}), la projection orthogonale de X*+! sur le sous-espace
vectoriel Re[X] 7
¢) On note (Gg)ogkgn+1 la famille orthonormale de (R, 4+1[X], (., .)) obtenue par le procédé de SCHMIDT
a partir de la base (Xk)ogksn_*.l. Pour tout %£,0 € k£ € n + 1, déterminer G en fonction de
Ho,Hy,...,Hyqr .

PARTIE 1V

Un développement en série de Hermite.

Soit n un entier naturel non nul.
1) Soit P un polynéme de degré au plus n. Justifier I’égalité suivante :

- H

k

P=> (PH) o
k=0
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2) Pour tout couple (b,c) de réels vérifiant b < ¢ on admet qu’il existe un réel K (dépendant de b et c) tel
que pour tout entier n et tout z € [b, ¢} : :
Hu(

X
Hal2))
.

B

a) Soit # un réel donné. A I’aide du 2) de la partie I établir, pour tout réel A, la convergence de la série de

H,(x)

terme général ——=A".
n!

A-z)?
b) Soit g, (z est toujours un réel fixé) la fonction définie pour tout réel A par g,(A)=e" 2

di»
Montrer que g, vérifie les hypothéses du 3) de la partie I et en déduire que pour tout (z,A) € R?

. oo dn .
Pour tout réel A et tout entier naturel n calculer a{M () ( cest-a-dire Iz () en fonction de H,.

¢) On note exp la fonction z ~ e®. Pour tout entier naturel n justifier rapidement la convergence de
Pintégrale

i 1 +00 x?
‘ — *H, ~2 d.
o o /_oo e (x)e x

dont, par analogie, on note (exp, H,) la valeur. Calculer (exp, H,) puis,pour tout réel z, conclure a
Pégalité .

+o0
Hy(z
expz = Z(exp,Hn) 7:1(' )
n=0 ’

Pour calculer {exp, H,) on pourra utiliser la définition de H, et intégrer par parties (avec soin) afin
d’obtenir (exp, Hp) = {exp, Hn-1).
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(* Calcul des polyndmes de Hermite #*)
program escp97;
uses crt;

const DegMax=50;
type poly=array[0..DegMax] of longint;

var n,i:integer;H:poly;

procedure Affiche_poly(haine:integer;p:poly);
var Jj:integer;

begin
if plhaine]=1 then write(’X~’ ,haine) else write(pl[haine], ’X~’,haine);
for j:=haine-1 downto 2 do
if p[Jj]<>0 then if p[j]>0 then write(’+/,p[31,'X*",7)
else write(p[J],’X"’,3);
if p[1]1>0 then write(’+’,p[1],7X’);
if p[1]<0 then write(p[1],’X’);
if p[0]>0 then write(’+/,p[0]);
if p[0]<0 then write(p[0]):
end;

procedure HERMITE(n:integer;var H:poly);

var k,j:integer;P,T:poly;

procedure MULTIX(P:Poly;Var Q:Poly);
var l:integer; Donnez la valeur de n. n=g
begin HO=1
Q[0]:=0; ‘ H1l=X
for 1:=1 to n do Q[1]:=P[1-17]; H2=X"2-1
H3=X73-3x%
end; H4=X"4-6X"2+3

H5=XA5—10XA3+15X
H6=X"6-15X"4+45%X~2-15
begin; H7=X"7-21X"5+105%X3-105x%
’ H8=X~g8- A Ade A

PO o1 JH[0]: =0 H[1]:=1; | X"8-28X"6+210X 4-420X~2+105
writeln; .
writeln(’HO=1");
write(’Hi=X");
for k:=2 to n do

begin

T[0]:==(k~1)*P[0];T[k-1]:=H[k-2];T[k]:=H[k-1];

for i:=1 to k-2 do T[i]:=H[i-1]-(k-1)*P[i];

writeln;write(’H’ ,k,’'=');

affiche_poly(k,t);

P:=H;H:=T;

end;

end;

begin

clrscr; ,
write(’Donnez la valeur de n. n=’);readln(n);
Hermite(n,H); '
end.
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