ECRVCONME £00S

3. PROBLEME. -

X et Y étant deux variables aléatoires réelles, définies sur un méme espace probabilisé,
indépendantes, admettant pour densités respectives fx et fy, on rappelle que Ia fonction
h définie par

M) = [ fx@)frle -ty

est une densité de la variable aléatoite X + Y.

Partie I : Un calcul d’intégrale.

1. Déterminer pour quelles valeurs du réel a U'intégrale J, converge ou

+00 dt
o= [
o (141«

2. A P’aide d’une intégration par parties, montrer que, pour tout réel a supérieur ou
égalalona:
B 1y
./(; z—1—+ t2)a+l - —27; a
En déduire que, pour tout réel a supérieur ouégala 1 on a :

200 -1
20

Jat1 = Ja

3. Calculer J;.
Pour n entier supérieur ou égal & 1, calculer J,,.



Partie II : Loi de Student a n degrés de liberté.
Pour n € N*, on définit sur R la fonction g, par :

£ .
VteR, galt)=(1+ ;)“‘??“‘

. — . . 1
1. Justifier que, pour tout n € N*, il existe un réel k, tel que la fonction f, = —k:gn

soit une densité de probabilité.
Exprimer k, & Paide de J%-_x. (On pourra, en justifiant sa validité, utiliser le

changement de variables u = -ﬁ).

2. Soient (£2,.4, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur (2, A, P),
de densité f,. (On dira que X suit une loi de Student & n degrés de liberté).

a. Montrer que X admet une espérance si et seulement si n > 1 et la calculer
dans ce cas.

b. Montrer que X admet une variance si et seulement si n > 2, exprimer V(X)
en fonction de kn, n et Jao1 puis vérifier que

n
=323
Lorsque n = 1 la loi de Student d 1 degré de liberté s’appelle loi de Cauchy et une
densité sur R est donc : 1 1

e -
h H71'1-|—t2

Partie I1I : Simulation d’une loi.

Dans le plan rapporté & un repere orthonormal direct (O, 7, 7), un rayon lumineux part de
Porigine O et frappe un écran représenté par la droite d’équation = 1, en un point M.
On suppose que B, mesure de ’angle (7, OM), est une variable aléatoire de loi uniforme
sur ] - %’ %[

1. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire tan 8. En déduire que
tan © est une variable aléatoire 4 densité, dont on explicitera une densité.

Tournez la page SVP



2. Exprimer Y, variable aléatoire égale a4 'ordonnée du point M, en fonction de ©.
Reconnaitre la loi de Y.

3. On rappelle qu’en langage Pascal, la fonction random simule une variable aléatoire
de loi uniforme sur 0,1, On consideére le programme informatique suivant :

program simu;
var u,x:real;
begin
randomize;
uzzrgndom;

sin
Nl ANT TSN
x:= — (pi*u-pi/2);
end.

Quelle loi de probabilité ce programme permet-il de simuler ? Expliquer.

Partie IV : Obtention d’une loi de Cauchy i partir de lois normales.
On considére un espace probabilisé (Q, A, P).

1. Soit Y une variable aléatoire définie sur (€2, A, P), de fonction de répartition F'. On
notera G la fonction de répartition de la variable aléatoire |Y.

a. On suppose dans cette question que Y est une variable aléatoire de densité f
continue sur R.
Exprimer une densité de —Y a ’aide de f et montrer que Y et —Y ont méme
loi si et seulement si f est paire. .
On suppose cette condition vérifiée. Exprimer G & Paide de F' et montrer que
{Y'| est une variable aléatoire & densité. Exprimer une densité g de |Y] en
fonction de f.

b. Inversement, on suppose dans cette question que |Y| est une variasble aléatoire
de densité g, et que Y et —Y ont la méme loi.
Montrer que, pour tout réel z, P([Y = z]) = 0, puis exprimer F(z) en fonction
de F(—z)
Exprimer F(z) en fonction de G et de z. (on pourra distinguer deux cas: z < 0
et z > 0).
En déduire que Y est une variable & densité et exprimer une densité f de Y
en fonction de g.



2. Soit ¢ un réel strictement positif. A i

=

™7

1 changeiment de variable u = e,

o
=
ji
[ex)
£
oty

montrer que l'intégrale

converge et la caleuler,

3. Soient X et X’ deux variables aléatoires définies sur (2, 4, P), indépendantes, &
valeurs dans R*, de méme densité ¢ définie par :

job]

1
Vo € R o(z) = —==e 2
VZm

Montrer que la variable aléatoire Z = In | X| est une variable aléatoire a densite,
et en déterminer une densité. Quelle est une densité de la variable aléatoire

. Lol t.?
LY + y PN ) 1 : i ‘ ] iX i i ‘,
Montrer gu'une densité o de la variable aléatoire In d est donmée par :
) 2 e
Vo € R, h(z) = ———.
we* + 1
14 » . e . 7 * <3 . ~ -
. Déterminer une densité de la variable aléatoire | % -| puis reconnaitre la loi de
JX’
X"



PROBLEME

‘Partie I: Un calcul d’intégrale.

1. Soit o un réel. fo :t est continue et positive sur [0, +oo].

1
T At e
dt ~ 1

converge et que fq (%) T

X : o PR : " Foo dt
Les regles de comparaison des intégrales généralisées de fonctions positives montrent alors que (—1—+—tz)—a
1

+co ds
Notons que / (
0

+co
———— converge si et seulement si /
T+ 2)e & LT

1+4t2)@

oo dg

est de méme nature que / =
1 22

. . . 1.
Cette derniere intégrale converge si et seulement si 2 > 1 ou o > 3 Finalement :

"' too g
Pour tout réel a, Vintégrale J, = / ———
o (1+2)e

) 1
converge si et seulement si o > 5

2. Soit a un réel de lintervalle (1, +oo[ (ou de lintervalle |1, 4+o00[). hqo:t — A+ est continue sur

[0, 4ocl.
1 1

Se A1) u et v sont de classe Ct

Fixons A dans [0, +o0[ et posons Vt € [0, +oo[, u(t) =t et v(t) = -
sur [0, +oof.

1 (_a(Qt) (1+t2)a—1) - t

De plus: Vt € [0, +o0f, v/(t) =1, Vt € [0, +o0], ‘v’(t) =34 CEREEE T3 @)t

Notons que h, = uv'. Une intégration par parties alors claire donne: .
A 2 A A
t 1 1 1 1
/ s dt = |t — — / 1x — | ———dt.
o (142t " 2a (1+t2) o 2/ (1+12)>

A 2
/ ¢ 4 = 1 1/
o (L4tDetl ™ 2a(1+A2 2 1+t2
A

AETOOW 0 car mQ)_A—H-ooA?'O‘ —A—Z}X—Tet 20—1>0.
At 4 2
Nous avons également AEIEOO A (—1:752)—& = Ju. Alors AEIEOO . @) dt = Ta Ty
) ) +00 42 ' 1
Pour tout réel a de [1, +oo[ (ou de ], +o0), /0 Ar e dt existe et vaut 7a o

Soit a un réel de Vintervalle [1,+oo[ (ou de lintervalle |1, +oo]).

+00 t2 4 J +oo0 t2 1 +o0 1+t2
| armmmatn= [ (G ) 7w




D +oo t2 400 di
—_—df = —_ = .
onc /0 DS dt + Jopa /o ERDE Ja

oo ¢ 1 2a—-1
Ainsi Jor1 = Jo — —dt=Jy - — J, = -
nst Jats ,/0 (1 +¢2)otl 20 2« J
s 1 2 a—1
Pour tout réel a de 1, +o00[ (ou de |3, +0[), Jag1 = 5o o
@
A
3. i= lim / _d = lim [arctant]A — lim arctan A = —
A—r+co Jq 14+12 A—r+oo 0 A—doo 2
™
J1 = 7
e, _2(-1)—-1_ 2(n-2)-1 2x1-1 _@2n-3)@2n-5)---(1) _,
= e X 2wy T Taxt T T oy
wj = 2n=2)(2n-3)2n-H2n-5) Q1) ; Cn-2! .,
n = 1= 1
P (D2 M- D)2 -2) () 21 (- DI
- -2)!
Montrons alors par récurrence que: ¥n € N*, J, = __(Z_n__)_g 1
[2n=1 (n — 1)!]
-2 !
e La propriété est vraie pour n =1 car pour n =1, @n-2) 7 = Y 7z = 1
(271 (n — 1)1] [1 %0
e Supposons la propriété vraie pour n dans N* et montrons la pour n + 1.
2n—1 2n—1 2n — 2)! 2n)2n—1 2n — 2)!
PO LT r=2) . @wen-1  @u-nt
2n 2n [2n=1(n - 1) (2n) [27=1 (n — 1)!]
_ (2n)! _ _(2n)! o .
Jnra = Tn2 i (=P Ji = PEETE J1, ce qui acheve la récurrence.
2n — 2)! 2n — 2)!
nen, = —n=d g @nol T
[2n-1 (n — 1)1] [27-1 (n - 1)1]" 2
Partie IT : Loi de Student 4 n degrés de liberté.
+co
1. Soit n un élément de N*. Montrons d’abord l’existence de / gn(t) dt. Notons que g, est continue,

paire et (strictement) positive sur R.

+o0 +oco
Pour montrer la convergence de / gn{t) dt il suffit donc de montrer la convergence de / gn(t) dt ou
Lo —0o0 0
de / gn(t) dt
1
12 _nT-H nti 1 +oo :
9n(t) e <5) =2z presg /1 prry converge car n + 1 > 1 et g, est positive sur [1, +o0l.

Les regles de comparaisons des intégrales généralisées de fonctions positives montrent alors la convergence

+oo o
de / gn(t) dt et ainsi de / gn (t) di.
1

—00



+oo
gn étant strictement positive sur R, / gn, dt est également strictement positive.
—00
+o00 1
Posons alors &k, = / gn(t) dt; ky, est un réel strictement positif. Posons encore f, = 7 9n-
—o0 n

o f, est continue sur R car g, est continue sur R.

o f, est positive sur R car g, est positive sur R et k, est un réel strictement positif.

+oo +oo
. / fn(t) dt converge car / gn(t) dt converge.

—o0

+o0 1 +oo 1
Mieux / fu()dt = . / gn(t)dt = — k, = 1. Finalement :

—co o0 kn

+oo
si n appartient & N* et si k,, = /

—00

1
gn(t) dt, fn = T 9n est une densité de probabilité.
n

+oo

+oo
Soit n un élément de N*. g, étant paire sur R, k, = / gn(t)dt =2 / gn(t) dt.
0

—o0

t -
pit — T est de classe C* sur [0, +oo[ et strictement croissante. Elle définit une bijection de [0, +oo[ sur
n
[0, 400
t teo
Ceci suffit pour s’autoriser & faire le changement de variable u = -\/—_ dans gn(t) dt. On obtient alors:
n 0

+oo +oo t2 —13—1 +oo nil
/ gn(t)dt:/ (1—%—%) dt:/ ((1+u2)_'2_ \/ﬁ) du = +/n Jns1. Ainsi:
0 0 0 2

Vn € N*, kn=2\/ﬁJn_;¢.

2. a. et b. Gagnons un peu de temps en fixant 7 dans N* et en étudiant Vexistence d’un moment d’ordre

r pour X.

+oo

oo
11 s’agit donc d’étudier I'existence de l'intégrale / t" fn(t) dt ou de / t" fo(t) dt car f, ala parité de
0

— 00

r sur R.

“+oo
Observons que t — " f,(t) est continue sur R. Notons encore que / t" fn(t) di converge si et seulement
0

+o0 +oo
si / 1" gn(t) dt converge ou si et seulement si / t" gn(t) dt converge.
0 1

00
Retenons alors que X possede un moment d’ordre r si et seulement si / t" gn(t) dt converge et étudions
-J1

la nature de cette intégrale.

t — " gn(t) est continue et positive sur [1,+oo[. De plus:

n+3

tZ _n-z‘—1 t2 _n:zH el ( +1) n-2
T o aT hal ~ r M — 3 (0 — .
" ga(t) =1t (1 + ) t_H_oot <n) n—=z t't pro




4o n+1

+o0
Ainsi / t" gn(t) dt est de méme nature que / o d¢. Cette derniere intégrale converge si et
1 1

seulement sin+1—7r > 1oun > r. Finalement:

FX possede un moment d’ordre r si et seulement si n > r. ‘

] X possede une espérance si et seulement si n > 1.]

{ X posséde un moment d’ordre 2 ou une variance si et seulement si n > 2.]

+o0
t — t fp(t) étant impaire sur R, / t fn(t) dt = 0 pourvu que Von ait n > 1. Finalement :

[Sin>1, E(X) =0.]

+oo +oo
Supposons n > 2. V(X) = E(X?) — (E(X))2 =E(X? = / 2 fo(t)dt =2 / 2 £ (t) de.
0

— o0

nt+1

2 +oo 3 ‘ ) +oo ) 2\ "z
V(X):E—/(; t gn(t)dt:k—-/o t <1+—T—L_> dt.

i
Le changement de variable u = — déja justifié dans Q1 donne alors :

Vn
V(X)= 2 /0+oo (nu2 (1+u2)_n_2+_1 \/ﬁ> du = 2y/nn [joo( u du.

kn En 14 u2) 5 +1

En remarquant que

> 1 (car n > 3) et en appliquant I Q2 on obtient :

0 o PEEAAL S _2ymn_ g

kn 2(52) 7T (- Dk, T

5 N : Zﬁ__l'—]‘ n—2 .
Or kn:2\/ﬁJnT+1 et, d’apres I Q2, J#zl]n_;hrl:—————;ngl J%zn_lJ%; (toujours parce que
— n—2
=l >1). Alorskn:2\/_ﬁn_1Jn_;l.
2y/nn n
Ainsi V(X) = Jpo1 = .
nsi ( ) (n—-l)Q\/ﬁZ—:?Jﬂz;l 25t n—2
n
Sin>2,V(X)=
in>2,V(X)= "

Partie II1: Simulation d’une loi.

1. Posons T' = tan © et notons Fr la fonction de répartition de T et F@ celle de 0.

Rappelons que Vz € ]—oo,—g[,F@(z) =0,Vz € [—g,g[,F@(m) = ;—:—% = % [a:+ g}

et Vz € [g,—i-oo[,F@(m) =1.



5

Vz € R, Fr(z) = P(T < z) = P(tan© < z) = P(O© < arctanx) car arctan est croissante sur R et © prend

ses valeurs dans ] ——g, g {
1

Or Vz € R, arctanz € ] —g, g [, par conséquent :Vx € R, Fr(z) = Fg{arctanz) = = [arctanw + %]
T

Ve e R, Fr(z) =

A | =

T
[arctanm + 5] .

R 1 T
arctan est de classe C! sur R. Il en est donc de méme pour Fr:z — = [arctanx + 5} .
T

Ainsi Fr est une variable aléatoire & densité et F. en est une densité.

1

Notons que Vz € R, Fr(t) = (1 +2%)

- Alors Fj. = f1. Finalement :

T = tan © est une variable aléatoire & densité admettant pour densité f1 1z — Wz
i

2. Y =tan® =T'!! Ainsi Y est une variable aléatoire a densité admettant pour densité f;. Par conséquent :

Y =tan© et Y suit une loi de Cauchy;l

3. Réecrivons le programme pour commencer.

Program simu;

var u,x:real;
begin

randomize;
u:=pi*random-pi/2;
x:=sin(u)/cos(u);
writeln(x);

end.

W = O Ut s W N

Random fournit un réel choisi au hasard dans l'intervalle [0,1[. Comme z — 7z — g définit une bijection

de [0, 1] sur [—z, g {, Pinstruction u : =pi*random-pi/2 affecte & la variable u un réel choisit au hasard

dans [——, —[.
2°2

On affecte alors & la variable = la tangente de ce nombre et on l’affiche.
Rassurons nous en disant que la probabilité pour que l'on affecte & u la valeur —g est nulle,

Ainsi ce programme simule la variable aléatoire Y = tan © qui suit une loi de Cauchy.

LCe programme simule la loi de Cauchy. ‘

Partie IV : Obtention d’une loi de Cauchy & partir de lois normales.



6

1. a. Y est une variable aléatoire & densité de densité f. Le cours, ou presque, nous dit alors que

-Y = (—1)Y est une variable aléatoire & densité admettant z — I—l—ll f <$ _10 ou z — f(—=z) pour

densité.

(—Y est une variable aléatoire & densité admettant z — f(—=) pour densité. t

Notons que f est continue sur R donc F est de C* sur R et F' = f.
Montrons que Y et —Y ont méme loi si et seulement si f est paire.

e Supposons que Y et —Y ont méme loi. Y et —Y ont méme fonction de répartition. Notons F celle de —Y.

Par hypothese F=F.

f étant continue sur R, z — f(—z) est une densité de —Y continue sur R. Alors F est de classe C! sur R et

Vz € R, Fl(z) = f(~=).
AlorsVz € R, f(—z) = ﬁ’(:c) = F'(z) = f(z). Donc f est paire sur R.

e Supposons que f est paire sur R. Vo € R, f(—z) = f(z). Ainsi f est une densité de Y et de —Y donc V

et —Y ont méme loi.

l Y et =Y ont méme loi si et seulement si f est paire.J

Dans la suite de ce a, f est paire donc Y et —Y ont méme loi. Ainsi F=F.

Yz e] - 0,0[, G(z) = P(|Y| < z) =0.

Vz €[0,+oof, G(z) = P(lY|<2)=P(—z2 <Y <z)=PY < z) - P(Y < —z).

Vz € [0, +00[, Gz) =P(Y <z) - P(-Y >z)=P(Y <1z)— (1 - P(-Y <2)) = F(z) — (1 - F(z)).

Vz € [0,+o0], G(z) = F(z) — (1 - F(z)) =2F(z) — 1.

0 siz €] —o0,0[
Vr e R, G(z) = .
2F(z) -1 siz€]|0,+o0]

f est paire sur R donc F(O):/_0 f(t)dt:/0+Oof(t)dt:/+oof(t)dt—/_o fl&)dt =1 - F(0).

- 00

1
Alors 2 F(0) — 1 = 0 et ainsi F(0) = 5 On peut alors écrire :

0 siz €] — o0,0]
Vz e R, G(z) = .
2F(z) -1 siz€0,+o0]

G est nulle sur | — co, 0] donc G est de classe C* sur | — o0, 0].

F étant de classe C! sur R il en est de méme pour 2 F' — 1. Ainsi G est de classe C! sur [0, +oo].



G étant de classe C! sur | — 00, 0] et sur [0, +o0[ :
1. G est continue sur | — 0o, 0] et sur [0, +oo[ donc sur R;

2. G est de classe C! sur R — {0} au moins.

 Ceci suffit pour dire que l |Y'| est une variable aléatoire & densité.J

Vz €] — 00,0, G'(z) =0 et Vz €]0, 40|, G'(z) =2F'(z) = 2 f(z).
Posons alors Vo €] — 00,0, g(z) =0 et Vz € [0, +o0], g(z) =2 f(z).

g est une fonction numérique positive sur R qui coincide avec G' sur R privé d’un ensemble fini de points

donc g est une densité de |V

0 siz €] — o00,0[
La fonction g définie par Vz € R, g(z) = est une densité de |Y].
2f(z) siz€][0,+o00]

b. F.\Tous supposerons dans cette question que g est définie sur R. 1

Soit  un élément de 10, +o0]. |Y| est une variable aléatoire & densité donc P(|Y| =z) = 0.

Alors 0=P([Y|=2)=PY =2)+ PY =-2)=PY =2)+ P(-Y =2)=2P(Y =z) car Y et —Y ont
méme loi. Donc P(Y = z) = 0.

0=P(Y|=0)=PY =0); P(Y =0) =0.

Soit @ un réel strictement négatif. —x est strictement positif donc P(Y = —z) = 0. Alors P(—-Y =2) =0

dong P(Y = z) = 0 toujours parce que ¥ et —Y ont méme loi. Finalement :

[VmER, P(Y =x)=0. |

VeeR, F(z) =PY <z)=PY <2)+PY =2)=PY <z)=1-PY z22)=1-P(-Y < —x).

Y et —Y ayant méme loi il vient:Vz € R, F(z) =1-P(Y < —z) =1~ F(~1z).

¥z €R, F(z) =1- F(-x).|

Soit z un élément de [0,+oo[. G(z) = P(|Y|<z)=P(-z <Y <z) =P <2) - P(Y < —x).

Or P(Y = —2) =0donc G(z) = P(Y < 2)-P(Y € —z) = F(z) - F(—z) = F(z)— (1-F(z)) = 2F(z) - 1.

Ainsi Vz € [0, +o0f, F(z) = 1;*’_2%&0_)
Va €] — 00,0}, —z € [0, +o0[ done Vz €] — 00,0], F(—z) = 1+ C;(—:E)

1+G(-2) _1-G(-2),

Ainsi Vo €] — 00,0], F(z)=1— F(-2z) =1- 5 5




L—_C;L—_:El si;z:G]—oo,O} l:%(_—ﬁ)_ SiﬂZE]—oo,O[
Vz €R, F(z) = 1+C ouVz € R, F(z) = e 1
_—*_-E(_:E)_ Si:L'E[O,-l-OO[ _+_2_(_ml Si.’EG[O,—!—OO[

Montrons alors que Y est une variable aléatoire & densité. Il suffit de montrer que F' est continue sur R et

de classe C! sur R privé d’un ensemble fini de points.
|Y| est une variable aléatoire & densité donc g est continue sur R — D ot1 D est un sous-ensemble fini de R.

Alors G est continue sur R, de classe C! au moins sur R — D et Vz € R — D, G'(z) = g(z).
1+ G(x) 1-G(—x)

5 etz — — sont continues sur R donc F' est

continue sur | — 00, 0] et sur [0, +o00[ donc sur R.

z — —z et (G sont continues sur R donc z —

Posons D1 = DN)0, +ool et Dy = {—=z;2 € Dy }.

1
G est de classe C! sur R — D-donc +G

aussi.
1 , 1, 1 1
Alors F est de classe C! sur |0, +oo[—D; et Yz €]0, +oo[—Dy, F'(z) = 3 G'(z) = 59(‘”) =3 g(jz)!
x — —z est de classe C! sur R, Vz €] — 00,0[—D2, —z € R — D et G est de classe C! sur R — D.
Alors © — 1—_—2(—_1) est de classe C! sur | — 00,0[— D5 ; F' également.
, 1., 1 1
De plus Vz €] — 00,0[—D2, F'(z) = 5 G'(~z) = ig(—a:) =3 g(|z]).

Pospns A = Dy U Dy U {0}. A est une partie finie de R et F' est de classe C! sur R — A. Ceci achéve alors

de prouver que:

l Y est une variable aléatoire & densit?l

1
Posons Yz € R, f(z) = 5 g{jz|). f est positive sur R et coincide sur R — A, donc sur R privé d’un ensemble

fini de points, avec G'. Ainsi f est une densité de ¥ = | X|.

1
fiz— 2 g(|z]) est une densité de Y.

2. Oui on peut toujours faire le changement de variable u = ¢2* mais il semble plus raisonnable de remarquer
ce” 22 t - g _c 62 t

quet — —=e~ "2 est une primitive sur R de t = et e™ %

¢

L2t )
Notons que t — e e~ =% est continue sur R.

A ce2t 1 et 1 24 1,
SoitAunréel./ Ete " dt = [——e— 2 } =——e 2 4+ -e7 2.
0 C C C



0

ce?t 1 .24 )

Alors/ elte " T dt=<e T — Ze 3.
¢

A C
2A A +o0
. ce . _ge?t 1 -3 ___ceZt . 1 _c
lim — = —codonc lim e?te” "7 dt=-e"5. Alors e?t e 5% dt existe et vaut — e %.
A—+too 2 —+c0 Jy c o ¢
24 0 0
. ce . _ce 1 1 . et .
lim - = 0 donc lim 2te ™ 7 dt = = — Ze~ 5. Alors e?te T dt existe et vaut
" A——o0 2 ——00 J 4 c ¢ oo
1 1 .
- — —e 2
e ¢

i

oo 2t 1 1 1
. 2t —ce _e —
Ainsi e“te” "2 dt converge et vaut — — —e"2 4 —¢
oo c c ¢

1
c

T 2¢ 1
2t __ce

/ e“"e” "2 dt converge et vaut —-

c

—o0

3. a. Notons ® la fonction de répartition de X. ¢ est une densité de X continue sur R donc @ est de C*

sur R et ®' = . Rappelons également que Vt € [0, 4+o00], P(|X| <t) =2®(¢) — 1.

Cherchons maintenant la fonction de répartition Fiz de Z.

Ve eR, P(Z<z)=P(ln|X|<z)=P(|X]|<e®) =28(e®) — 1.

® et z — e sont de classe C! sur R donc, par composition z — ®(e®) est de classe C! sur R.

1l est alors de méme pour Fyz et ainsi:

| Z est une variable aléatoire & densité.J

Z é&ant de classe C' sur R, F, est une densité de Z.

2 2T 2 2
Vz € R, Fy(z) =2 ®'(e”) = 2€” p(e”) = efeT T =4/=e’e” 7.
7r

/2 22 .
x4/ —e®e” 7 est une densité de Z.
T

_p _eT2® ..
x—1/—e Te T 2 estune densité de -7
s

2=

b. Posons Vz € R, ¢(z) = \/—gew e” T .
m

. ]2 0 _ . L 2 L 22\ .
m_l_l)r_noow(a:) = \/; x0xe¥ =0, xgr}rloow(a:) = xgr}rqoo (\/;e E > =0 et ¢ est continue sur R.

Alors 1 est bornée sur R (air connu...)

Posons T =In

)—)((7} =n|X|+ (-In|X']).

e X et X' sont deux variables aléatoires indépendantes donc In | X| et ( —In|X'|) sont également indében—



dantes.
o In|X| et (-In|X’|) sont deux variables aléatoires & densité de densités respectives ¢ et z — (—z).

e 9 est une densité de In | X| et ¢ est bornée sur R.

+o0
“Alors T est une variable aléatoire & densité admettant pour densité h:z — Y()p(— (x — 1)) dt.

—00

10

too 2 2t [9 =2 (a—t) 9 oo (Aie—28).2¢
Soit z un réel. h(z) = / O Y e dt = =e™ " / 2te dt.
o m 7r m oo

1+ e~2% étant un réel strictement positif nous pouvons utiliser 2 avec ¢ = 1 + e~22,

2 1 2 e * 2 2% e 2 e

Il vient alors h(z) = ;e_x 1+e-22 Alors h(z) = T1+te2% 7 (1+e22) B (2= +1)
T — 2 ———eu st une densité de In | —
- est une de n
T (€27 +1) X!
, o X . e X
c. Notons Fr la fonction de répartition de T' = In b et Fy la fonction de répartition de U = sdb

Observons que: U = e”.

U prend ses valeurs dans R¥* donc Vz €] — 00,0], Fyy(z) =0.

Soit & un réel strictement positif. Fyy(z) = P(U < z) = P(e’ < ) = P(T <Ilnz) = Fr(lnz).
) Inz Inzx et 9 ] ol 9

Fy(z) = ~ /_Oo h(t)dt = ~ /_Oo G dt = p AI_I)IZIOO larctan(e’)] , " = — arctan.

0 si z €] — o0,0]
Vr € R, Fy(z) = )
—arctanz si x €]0,4o00]
T :
0 siz €] — 00,0]

Mieux, pour la suite, Vz € R, Fy(z) =< 2 .
—arctanz siz € [0, +oo[
™

Fyr est alors de classe C! sur ] — 00, 0] et sur [0, +o0o[. Alors Fyy est continue sur | — 00, 0] et sur [0, +oo[ donc

sur R, et Fis est de classe C! au moins sur R — {0}. Ainsi U est une variable aléatoire & densité.

2 1
— , FI — O t V O, , Fl — X
Vz €] — 00,0[, Fi;(x) et Yz €]0, +oo], F(x) i
2
Posons Vz €] — 00,0[, fu(z) =0 et Vz € [0,4+0[, fu(z) = — 1
7 1+ a2

fu est une fonction numérique positive sur R qui coincide avec Fy; sur R privé d’un ensemble fini de points.

fu est une densité de U

0 siz €] —o00,0]

La fonction fyy définie par:Vz € R, fu(z) =< 2 1 ] est une densité de
; m S1x € [O, +OO[

XI
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Posons Y = <
1) |Y'| est une variable aléatoire & densité de densité fy.
2) D’aprés' 1. a X et —X ont méme loi car X est une variable aléatoire & densité admettant une densité

. L, X -X N .
@ continue et paire ; ainsi Y = < et =Y = 5 ont méme loi.

En appliquant 1. b on peut dire que ¥ est une variable aléatoire & densité et que z — 5 fu(jz]) en est une

densité.

1 1
== = fi(x). f1 est donc une densité de Y. Ainsi

1422

1
14 |z|?

3| =

Vi € R,  fullel) =

est une variable aléatoire & densité qui suit une loi de Cauchy.

ks




