PROBLENE EDHEC 9069

Probléme

Partie 1 : préliminaire
Dans cette partie, x désigne un réel élément de [0, 1[.

n
1) a) Pour tout n de IN* et pour tout ¢ de [0,x], simplifier la somme Zt” -1

p=l
Z x? x "
b) En déduire que: ) — =-In(1-x)- dr .
) que: 3~ ==n(l) [
¢) Montrer que lim dt =0,
noto 0 1—¢

A . xP - = x?

d) Etablir alors que la série de terme général — est convergente et que Z — = —In(l—x).
p p=l
1

= — ~—1—, montrer
nn+l) n n+l

2) a) Aprés avoir vérifié que, pour tout entier naturel » non nul, on a

ntl

que la série de terme général est convergente.

n{n+1)
400 n+l

b) Utiliser la premiére question pour établir que :
\ n=1

Y =x+ (l—x)ln(ll —-X).



Partie 2
On considére une variable aléatoire X de densité f, nulle sur J—oo, O[, continue sur [0, +oof et
strictement positive sur [0,+co[. On note alors F la fonction de répartition de X.

1) Justifier que, pour tout réel x, ona: 1-F(x) > 0.
On définit alors la fonction g par :

~ f(x)In(1- F(x)) si x>0
glx)= ,

0six<0

2) Montrer que g peut étre considérée comme la densité d’une variable aléatoire Y.

3) Ftude d’un cas partlcuher
a) Montrer qu’une variable aléatoire X suivant une loi exponentlelle vérifie les conditions

imposées dans cette partie.
b) On suppose ici que X suit la loi exponentielle de paramétre A > 0. Reconnaitre alors la loi de ¥

puis donner son espérance et sa variance. -t

Partie 3

Dans cette partie, on considére une suite de variables aléatoires (X)ien toutes définies sur le méme
espace probabilisé (Q, 4, P), mutuellement indépendantes, ayant toutes la méme loi que X (c’est-a-
dire de densité £, nulle sur ]-eo, 0[, continue sur [0, +of, strictement positive sur [0, +eof, et de
fonction de répartition notée F).

On se propose, 4 partir de cette suite, de construire une variable aléatoire Z ayant comme densité la
fonction g, nulle sur J—o, 0, et définie pour tout réel x positif par : g(x) = —f(x) In(1-F(x)).

Pour ce faire, on considére la suite (u,),>1 de nombre réels positifs, définie par u, = il
‘ nn+

+c0
1) Montrer que Zu,, =1.
n=l1
On considére dés lors une variable aléatoire N, définie elle aussi sur (€2, 2, P), indépendante des
1

n(n+1)’

variables X;, et dont la loi est donnée par : VreIN* P(N =n) =

On pose alors Z = Sup(Xo, X1, ..., Xn), ce qui signifie que :
Vo eQ, Z{w) = Max ( Xo(®), Xi(®), ..., Xna(@) ).

2) a) Montrer que Z est une variable aléatoire, elle aussi définie sur (Q, A, P), et que sa fonction de
répartition F est donnée par :
F (x))n+1

VERF@'Z((H)

b) Utiliser le préliminaire pour en déduire, & I’aide de la fonction F, une expression explicite de

Fzsur [0, +oof.
¢) Vérifier que Z est une variable aléatoire 4 densité et qu’elle admet bien la fonction g comme

fonction densité.



PROBLEME

Partie 1 : Préliminaire

Dans toute cette partie z est un élément de [0, 1].

1 n
1) a) Soit n un élément de N* et soit ¢ un élément de [0, z]. ¢ est différent de 1 donc Z 1= 11— tt '
p=1
- 1—t"
Si n appartient & N* et si ¢ appartient & z : Z = =7
p=1

n
b) Soit 7 un élément de N*. Vt € [0, z], Z‘ =1 =
p=1

11—t
1-1

z N z
1" o L
En intégrant on obtient : / E tPldt = / - dt. Ce qui donne par linéarité de l'intégrale:
0 o 1-—
p=1 L

0

Ainsiiﬁ——lnﬂ—x]—/w & dt——ln(l—x)—/m tr dt
p=1 D - 0 1—+¢ - 0 1-1¢ )

Pt de = —_ - dt. Al ) =[—-Inll—¢ —/ dt.
p;/o o 1-t /0 1—1 Ors;{p] =it o 1-t

et #* > 0 donc Vt € [0,z], 0 <

: 1
c) Soit n un élément de N*. V¢ € [0,z], 0 < T3 < T

x étant un élément de [0, 1], il vient en intégrant :

T v 1 i 1 [etty? 1 gnt! 1
0< dt £ dt = thdt = = < .
/0 1-t A. 1-z 1—3:/0 11—z [n-%—l}o l—zn+1 "> (1-z)(n+1)

1
Or lim —————— = 0. Par encadrement on obtient alors:
no+oo (1 — z)(n + 1)

z n

lim dt = 0.
n—+o00 Jq —

) Alors Im S 2= (-2 — [ ) = —in(1— ). Ainsi:
) Orsn—ir—il-loopz:; I —n_lgloo n( T L 11 =—In x.» 1nst :

400
. L, P P
la série de terme général — converge et E — =—In(1-z).
b
p=1

Exercice Montrer que le résultat vaut encore pour = € [—1,0].

1 1) — 1 n-+1 n+1 n+1
:(n+ ) n_ - Donc Vn € N¥, v =7 z
n+1 n{n +1) n(n +1)

1
2 . 2 _ :
)a)VHEN’n n(n+1) n n+1



n+1 n n+1
AMlorssVneNs, —— =52 %
nin+1) n n-+1
n mn—’,—l .CU”+1
Les séries de termes généraux P et étant convergentes, la série de terme général m converge comine
nin
combinaison linéaire de deux séries convergentes.
n+1
La série de terme général ————— est convergente.
n(n +1)
2+l IX gn +oo pntl
b — car les trois séries convergent.
)Z n(n + 1) 2:177, (o p) (T OIS SIS COmERE
znt +00 Zntl +00 P
Done —In(l —2)) — —z In(l -z —
z_:l (n+1) z(=In( ) ng(n—l—l) ( )= Z;p
+oo gt +© P
——=—z In(1 —2) - —dz=—zn(l—-z)—(-In(l—z)+z=z+ (1 —2z) In(l — z).
T 1-n-3 3 (1-2) = (~In(1 - 2)) (1-2) (1 -2)
+OO fI}'n+1
———=z+ {1 -2) In(l —x).
f n{n +1) ( ) In{ )

Partie 2

1) Rappelons que Vz € R, 0 < F(z) < 1.
Supposons qu’il existe un réel zo tel que F(xg) = 1. F étant croissante sur R:Vz € [zg, +oof, F(z) = 11!
f est continue sur ]0, +oo[. Donc F est dérivable sur 10, +oo[ et Yz €]0, +o0[, F'(z) = f(z).

Or f est strictement positive sur {0, +oo[ donc sur ]0,+oo[. Par conséquent F' est strictement croissante sur ]0, +00[

(et méme sur [0, +oo[ car F' est continue sur R).
F étant strictement croissante sur |0, +o0o[ et constante sur [zq, +00[, une légére contradiction apparait...

Ainsi il n’existe pas de réel zq tel que F(zg) = 1. Donc Vz € R, F(z) < 1. Alors:

[Vz € R, 1-F(z) > 0.

o0

2) 1l convient de montrer que g est positive sur R, continue sur R privé d’un ensemble fini de points et que / g(t) dt
— 00
existe et vaut 1. Une remarque préliminaire s’impose.

f étant nulle sur | — 00, 0[: Vz €] — 00,0, F(z) = /w ft)dt =

Alors Vz €] — c0,0[, —f(z) In(1 — F(z)) = = f(z) In(1) =0 = g(x). Plus de doute:

vz €[R}, g (z) In(1 — F(z)).

¢ Soit z un réel.
0<1-F(z) <1doncln(l — F(z)) <0. f(z) >0 donc —f(z) £0. Alors g(z) = — f(z) In(1 - F(z)) 2 0.

Finalement Yz € R, g(z) > 0.



3
e z = 1 — F(z) est continue et strictement positive sur R et In est continue sur R**. Alors z — In(1 — F(z)) est
continue sur R.
f est continue sur [0, +oo[ et sur | — o0, 0[ donc f est au moins continue sur R*. Il en est alors de méme pour —f.
Donc, par produit, g:z = —f(z) In(1 — F(z)) est continue sur R*.
g est continue sur R privé d’un ensemble fini de points.
V Remarque Ce qui précede montre que g est continue en tout point de R*.

g est aussi continue & droite en 0 car —f et  — In(1 — F'(z)) sont continues sur [0, +ool.
0

Notons que F(0) = / f(t)dt = 0. Alors g(0) = —f(0) In(1 — 0) = 0. Rappelons que g est nulle sur | — oo, 0].
—00

Alors : lirg g(z) = 0 = ¢(0) donc g est continue & gauche en 0.
>0~

Finalement g est continue sur R. V

0
e g est nulle sur | — o0, 0] donc / g(t) dt existe et vaut 0.

—co
+ o0 +o0
Montrons alors que / g(t) dt existe et vaut 1. Cela revient & montrer que / (= f®) In(1 - F(t)) dt existe et
0

0
vaut 1. Utilisons pour cela une intégration par parties.
€T

Soit H la restriction de F' & [0, 4+o0[. Vz € [0,4+00[, H(z) = / f(t)dt et f est continue sur [0, +oof donc H est de
0
classe C! sur [0, +o0[ et Vz € [0, +o0[, H'(z) = f().

V Remarque L’utilisation de H s’impose (7!) car F n’est pas nécessairement dérivable en 0; F'(z) = f(z) est donc
un peu 0sé pour £ = 0... V

Posons Vz € [0, +oof, u(z) =1 — H(z). u est de classe C! sur [0, +oo[ et Vz € [0, +o0[, u'(z) = —f(z).
Posons Vz € [0, +oo], v(z) =In(l— H(z)). z — 1 — H(z) est de classe C* sur [0, +oo[ et strictement positive. Comme

In est de classe C* sur R**, par composition v est de classe C! sur [0, +oo[. Vz € [0, +oc[, v'(z) = 1—:]}?—()%)

Soit A un réel strictement positif. En utilisant une intégration par parties (justifiée par ce qui précéde) il vient :

A 3 A B A —f(t)
| awar= 7 (=50 1m0 - B@)) at = (1 - H@) (1 - HE); - / (1= H(0) (s

A A
/0 g(t)dt = (1 — H(A)) In(1 — H(A)) — (1— H(0)) In(1 — H(0)) + /0 () dt.

A
/0 g(t)dt = (1 — H(A)) In(1 — H(A)) — (1 — H(0)) In(1 — H(0)) + F(A) — F(0).
H(0) = F(0) = /0 £(£) dt = 0 done (1 — H(0)) In(1 — H(0)) = In1 = 0.

Alors /Ag(t) dt = (1 — H(A)) In(1 — H(A)) + F(A).

Jim (1-H(A) = lim (1 F(4)) = 0et lim(z lna) = 0 donc _lim _ ((1 ~ H(A)) In(1 —'H(A))) =0.

A
Comme en plus Al_lg_loo F(A) =1: AEI_{}}OO/O g(t)dt = A1—1>I4r-loo ((1 — H(A)) In(1 — H(A)) + F(A)) =1

+o0
Ainsi / g(t) dt existe et vaut 1.
0



+oco
Ceci acheve de montrer que / g(t) dt existe et vaut 1.
— o0
“+oo
g est positive sur R, g est continue sur R privé d’un ensemble fini de points et / g(t) dt existe et vaut 1. Alors ¢
-_—0

est une densité de probabilité donc :

Lg peut étre considérée comme la densité d’une variable aléatoire YJ

3) a) Soit X une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parameétre A.

Ae™*  sigz e |0,
Posons Vz € R, fo(:n):{ ¢ stw el +OO[.

0 sinon
fo est une densité de Xy, continue et strictement positive sur [0, +00[ et nulle sur | — oo, 0[. Ainsi:

’ une variable aléatoire Xy suivant une loi exponentielle vérifie les conditions imposées dans cette partie.

b) Ici X suit la loi exponentielle de parametre A alors fo est encore une densité de X. f et fo sont donc deux densités
de X!

V Remarque A priori (& priori seu]ement), rien ne permet de dire que f est fy... V

Posons Vz € R, go(z) = { —folz) In(1 — F(z)) size€ [0,+OO[.
0 sinon

f et fo different seulement en un nombre fini de points il en est alors de méme de g et go.
Comme go est positive sur R et que g est une densité de Y, gg est encore une densité de Y'!

2-1 - @a/x
Yz € 0,400, go(a) = —Ae™** In(1 - (1 — %)) = —=Xe™** In(e™*7)) = (=A) (-Az) e = %/T;—P((/T)

De plus Vz €] — o0, 0[, go(z) = 0.

1 2
Alors Y sujt la loi Gamma de parametres 3 et 2. Ainsi E(Y) = 3 et V(V) = %
: : o1 2 2
Y suit la loi Gamma de parametres 5 et 2,E(Y) = 3 et V(Y) = 3

Exercice Montrer que f = fo! En déduire que ceux qui n’ont pas pris de précaution avaient raison... ! Comme disait
ma grand-meére il n’y a de la chance que pour la canaille...



Partie 3

T T r T
1 1 1 1
1) Vr e N = —_— = — - =1—-— Al li =1.
) e ’nz::lun ;n(n—i—l) ;<n n+1> r+1 OrSr—%loo;u”

converge et Z Up = 1.

1
La série de terme général u, = ————
& " nn+1) —

2) a) Soit z un réel. Montrons que Z71(] — o0, ]) € A.
ZY (- o0,2) = {we 0| X(w) <z} = {w € Q| Max (Xo(w), X1 (), ... ,XN(w)(w)) <z}

Comme ({w €Q|Nw) = n}) e est un systéme complet d’événements de (Q, 4, P): Q = U {we Q| Nw)=n}.
" neN*

Alors: Z7H] — 00,z]) = U (Z271(] = o0,2]) N{w € Q| N(w) =n}).

neN*
Z7Y(] - 00,2)) = g ({w € Q| Max (Xo(w), X1 (W), -, Xn(y (@) €2} {w € Q| N(w) =n}).
Z-1 - y) {w € Q| Max ( Xo(w) X1, - Xngy@)) < 7 et N(w) = n}
Z7Y(] - J {w € Q| Max (Xo(w), X1 (@), ..., Xn(w)) < = et N@) - n}
neN*
Z74] - 00 {wGQIXO <z Xaw) <z, e, Xn(w) < 2, N(w):n}.
neN*

Z7 (] ~o00,12]) = U ({w e Xpw)LzN{w e Q| Xj(w) € z}nN---M{w e Q| Xp(w) L z}N{w e Q| N(w) = n})
nEN*

z7)-ooa) = | (X510 = o0,a) N X7 (- 00,2 01+ N X (1 = 00,3]) NN ({n]) ).
neN* !
Soit n un élément de N*.

Xo, X1, -y Xn, IV sont des variables aléatoires sur (2, 4, P) donc Xy (] — o0, z]), X; (] — 00, z]); ..y X71(] — 00, 2]),
N=1({n}) sont des éléments de la tribu A.

Alors X5 (] = 00,z]) N X7H(] — oc0,2]) N -+ N X1 = 00,2]) N N7E({n}) est un élément de A (A est stable par

n
intersection finie ou dénombrable).

Ainsi Z71(] — 00, 2]) est réunion dénombrable d’éléments de la tribu A c’est donc un élément de A et ceci pour tout
¢lément = de R.

Ceci achéve de montrer que:

LX est une variable aléatoire sur (0, A, P). }

Soit & un réel. Fy(z) = P(Z < z) = P(Z7Y(] - 0, z])).
U (370 -0,a) n X7 (0 = o0,a)) N0 X1 = 00,2]) mN—1<{n}>)>.

neEN*

Par indépendance et incompatibilité il vient :



+o0

Fo@) =Y (P51~ o0,a]) POXT( ~ 00,a])) -+ PO () = o0,2) POV {n))).
n=1
+00 +00 L +o0 (F(m))n'H
Fr(z)= ) (P(Xo <) PG <) - PG < 2) POV =m) = 3 (P ™ un) = 3 (e
n=1 n=1 n=1

vV e R, Fz(z) = +§ M

b) Soit z un élément de R.

F(z) € [0, 1] donc, d’apres le préliminaire : Fiz () 3~ F@)!
; ) thz(z) = E —
—~n (n+1)

| Vo € R, Fy(2) = F(z) + (1- F(2)) In(1 - F(z)) |

=F(z)+ (1 - F(2)) In(1 - F(x))

Pour faire plaisir au concepteur :

| Vo € [0, 400, Fy(x) = F(z) + (1 - F(x)) n(1 - F(x)) |

¢) o Nous avons déja vu que F, z — 1- F(z) et x = In(1 — F(z)) sont continues sur R.
Alors # — F(z) + (1 — F(z)) In(1 — F(z)) est continue sur R. Par conséquent Fz est continue sur R.
e f est continue au moins sur R* donc F est de classe C! au moins sur R* et Vz € R, F'(z) = f(z).

1— F est de classe C! sur R* et strictement positive sur R. Comme In est de classe C! sur R**, In(1 — F) est de classe
C! sur R*. Par produit (1 — F) In(1 — F) est de classe C! sur R*. Par somme F + (1 — F) In(1 — F) est de classe C*

sur R*.
Ainsi Fz est de classe C! sur R* donc sur R privé d’un ensemble fini de points.

Fy est donc continue sur R et de classe C* sur R privé d’un ensemble fini de points donc :

EZ est une variable aléatoire a densitéw

Vo € R, Fy(o) = £(@) = £(@) In(1 = @) + (1 = F(&) 1= = ~f(@) In(1 = F(s) = g(a).

Alors g est positive sur R et coincide avec F) sur R* donc sur R privé d’un ensemble fini de points. Ainsi:

‘ g est une densité de Z. ‘




