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Faire attention aux indications.

Dans tout le problème, on désigne paf a un réel striclement positif et par K une îonclion de [0, +-[
dans H de la forme: -È.

K(.r)= r<xle*o(-fi) : Ptrl q JG

O 
0n considère pou

I En rarsonnant par

e U ChOi X lonction de n et a.

où P est une forrtion polynôme de degré inférieur ou égal à 2.

L'objet du problème esl la recherche des fonctions continues f de [0, +-[dans R telles que I'on ait pour

tout réel posilil x:

(l) |G) = ff(r)+J*?1r*r)l?)dt.

Les lrois Nrîies du problène sont indépendanles les tnes des autrcs.

PRELIMINAIRE
0n considère pour toul enüer naturel n l'intégrale Jn(a) définie par:

t.(a) = lr- tr*p1-!16r.
En raisonnant par récurrence sur n, établir la convergence de cette intégrale €t préciser sa valeur en

ù

@ Uilac. ** ô"lltdt corrp ;orrÀ o[+o.t" (turûuo.1ûdo,ÉS qrrc.

trotrtlÉL*) t'.pLtO.r. c! ta o^Qera. dc. :

\ tol=lo*"" i tlu dr .

PARTIE I - -,,a D/-r - r r- Àlr- rrirt - -- 
rhcr

Dans toute ceile parhe, on suppose que P(x) = t. ïr Ê lir 1 l(( rt ; g .

1") Soit t une solution de ('l). Montrer qu'il exisie un réel c tel que f = cK'

2") 0n considère réciproquemenl une lonction I - cK, où c est un nombre réel donné'

esrlu.a- ;crrÀ r Gll+, [ttl- xcr't-J*âr+ttdtuôt t m p[.f^o

/\

rtepituc d. t'ùt.To0B ) .

e' dtûruL $l t ti n'{fur'ü la trt /lài c :' âr o ê '

tol ehrüq., pçl* Qato§aur t lotâ ?urL o, t'epüta«c- ÀCr

Atr,h'hÊ û. CU ù q^ qddqu^e krr^ ?t\ryriÿr- .

crrt(rkÉtÊ- !



?,Ü. 
-PAHTIE II

üans toute cefie partie, on désigne par I un nombre réel eüon suppose que p(x) 
= l.a + x.

1c) Soil E l'espace vecloriel engendré par les 2 applications de [0, +-[ dans R:

0;u) = *r(-*) ; 0, (x) = î.'r(-*)
u (îù ;i §:ffiiiJh3;l;iJïiiflii.no,,,n,,pourx>0par:

VA v$) = Lk,* ù[(t)dt.

t L+ o Prouver que cette inlégrale v(x) est conreiiente, et montrer que \y est un étément de E.

)tu thoir 1i cwülb ve)
t-!.f @-* ül îctraïua ,ri rÉ13+, 9"r.1 'Jî,.**t d. ttl dF çtlc e|

$od, tt( lr rl $orrlrqetfrtr; .

i(l nr.krÀqF 1* c Ê lI+, tfr(r.l={î.*t, {r ludt gitr eb

uoo* ,f,(tt.) Çorrl+c&{r(rt .

.iit {e E. neüa-g+ rri pflRt I V(El=lj,-+r){&tdF

Qfü\.; "*lfll.o1r*. Q€ E (u§(i.cn- âtt[.'i)..'ct[oiaÈÈ)'

6f Mcntrer que I'appliætion u:$e E -r u(0) t V€ E est un endomorphl:Ie.d9.ç'' 
Erablrr qùe sa matrice OiÀJ fa Uaæ «ii, gt1 est de la forme a2 M(I) où M()') est une matrice ne

dépendant que de À que I'on exSicitera.
u est-il un automoçhisme de E?

8| Sc r I une solution de (1). Montrer qu'elle appartienl à E.

3.) Ridl.oyo-Àh' t= { {ot I 0, op;o$.'d ; E

ô) nr,üÀ ï,. lirr!:e (rl ni.hr.^§qr$d , 
{t*-t'r'l-rl{+qrCIulÊ 

-Àu'

I otrt +tat-âl p = -o-
b) râu^ù. .h ùu,Iê" tt rytù ?ddd6 'lb

"1 
rn*tlo{{- T.É,ie"ùrrâ Q.Èo,. trü.,ro}ùL üa *ff. tqlf)

IrÂrr. Ahïlt§r tt+oLL rr I .'o;or Àc aûr.hi- t n pr}u.u oà

c- (aütpop *e*pt.

tâ^ c.hqà. .I I u utûoil{râ ) .



PARTE III
Dans toute cette partie, on suppose Que P(x) = J22 .a,sy a y2.

I o) 0n considère la matrice M définie par:

l-r 2 61

M =l-, o 21.

1,22)
Déterminer les valeurs propres trr, L, Às de M (avec Àr , L , ls).
Déterminer un vecteur propre associé à chacune des valeurs propres.

a)

b)

c)

lt, o o'l
M = r.lo 77 o l.p-'.

[o o Â,]
d) Calculer I'inverse de la matrice P.

(0n chosira à chaque lois un vecleur propre dont ta 3o composanle est égale à 1).
En dâJuire une matrice inversible P telle que:

2o) 0n considère les trois suites (uj, (vn), (wJ définies par:

{u.,, = u,+2v.+6w, et uo = 3.
I

lÿr.r = -u.+2w, et yo = -).
[*.-, = u,+2v,+2w, et wo = l.

a) A I'aide du résultat précédent, expliciter un , vn, wn.

b) Etudier la convergence et calculer les sommes éventuelles U, V, W des trois séries suivanles:

2o"r^ ; !a'^v. ; I a'^n^.
.à0 rè0 rà0

3") 0n délinit une suite de fonctions de [0, +-{ dans R par go = K, puis:

8i.*,(r) = ["(, +t)g t\dt
et I'on pose alors:

.4,(:) = I r,,rr.
a) Prouver par récurrence Que sn est bien définie et qu'il existe trois nombres réels u., Fn , yn tels

que l'on ait pour tout réel positil x:

g.(r) = a'^(a^a' +2l.ax*r.r').ro(-*)
A I'aide des résultats pr&édents, on explicitera les expressions de an, 0n , Tn .

b) Vérrfier que, pour tout entier naturel n el tout réel positil x, on a:

/..,(x) = K(r)+f^kfr* t\f.G\dt.

4 J 0n suppose que 4a3 < 1 et l'on définit pour toul réel positil x:

L(x) = (fla' +ZVax+rr').-r(-*)
a) Montrer que, pour tout réel positil x, la suite (fn(x)) converge et exptimer sa limite en lonction de

L(x).
b) Montrer que la lonction L est solulion de (1).

5") Soit f une soiu,icn de (1). Montrer qu'elle est nécessairement de la,orme:

f G) = (,ta'+2lax+Cr').*p[-J--]
' '\ 2a)

6o) 0n considère réciproquernent la lonction I définie par:

1G) = (ea' +2lar+Cxz).-r[-l)
' '\ 2a)

a) Montrer que f est solution de (1 ) si et seulement si A, B, C vérifienl:

l'al l- il
(,,-,,")L:l = 

L;l
o; Pour quelles valeurs de a ce système admelil une solution unique el quelle esl alors cette solution?

7') Etudier, selon les valeurs prises par a, I'existence des solutions de (1) el en déduire leur expression.

& s -l
O -l -llr.
13a

5 ltr,ri 
23 - 2(-e I

i t-rs- 3 t'el:]

$ [rrr"+ s +t (-e]:]

lrool
avec: l, = lo I ol

Lo o rl


