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| Exercice 2 | | PC et CC | ESCP 97 La durée de vie d’un certain type de composant électronique dans un circuit

sous tension suit une loi exponentielle de parametre inconnu A. Afin d’estimer ce parametre on réalise un circuit d’essai
comprenant un tel composant. A chaque fois que cet élément tombe en panne il est immédiatement remplacé par
un élément du méme type. Pour tout élément k£ de N*, on note Xy la variable aléatoire égale au temps d’attente
entre la (k — 1) et la k*™¢ panne (X, est le temps d’attente de la premiére panne) et on suppose que les Xj sont
indépendantes.

n est un élément de N* et A, la variable aléatoire égale au temps d’attente de la n®™ panne.

Q1. Trouver la loi de A, son espérance et sa variance.

. - 1
Q2. B, = —Z. Montrer que B,, est un estimateur sans biais et convergent de %
n .

1

Q3. On suppose que n > 3. C,, = I Montrer Vexistence et donner la valeur de E(C,,) et de V(C)).
3

En déduire un estimateur sans biais de A. Est-il convergent 7

Q4. T est un réel strictement positif et Yr est la variable aléatoire égale au nombre de pannes survenant entre les
instants 0 et 7.

Trouver la loi de Y. Calculer E(Y7). En déduire un nouveau moyen d’estimer A.
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v A

A

| Exercice 1| |ESCP 2006 3.31| Estimation

2 T
_ —— i <
9(1 9) si0<z <0

0 sinon

Soit X une variable aléatoire de densité f(z) = { , ou @ est un parameétre inconnu strictement
positif.

On cherche a estimer § & partir d’'un échantillon (X7, X»,..., X,,) de variables aléatoires indépendantes de méme loi

que X.

1 <&
On pose X,, = — E X; et M,, = Max(X1,Xa,...,X,) .
ni:l

Q1. Déterminer la fonction de répartition F' de X, E(X) et V(X).

Q2. a) Déterminer la constante a pour que 7, = aX,, soit un estimateur sans biais du paramétre 6.
b) Calculer le risque quadratique de T,.
Q3. a) Déterminer la loi de M,

T
an

b) Montrer que: E(M,,) = 6(1 — I,). Que peut-on en déduire pour M, en tant qu’estimateur de 67

1
On note [, = / (1 = u?)" du et on admet que I
0

1
¢) Montrer (ou admettre) que: V(M,) = 6° (m - IZ)

d) Calculer le risque quadratique de M,,. Entre 1), et M,, , quel estimateur choisiriez-vous, et pourquoi 7
Q4. a) Donner un estimateur sans biais de 8 de la forme M} = a,M,, a, étant un réel dépendant de n.

b) Entre M), et T, , quel estimateur choisiriez-vous, et pourquoi ?
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25-3- 2010 JF.C. Td-Esti. p. 1
Ex 4%

I Exercice 1 | |ESCP 2007 3.7 1 Estimation
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé (Q2, A, P).

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée, d’écart-type o, le parameétre réel inconnu o étant
strictement positif.

2

202
Q2. Pour n entier de N*, on considére un n-échantillon (Xi,...,X,) indépendant, identiquement distribué, de la loi
de X.

Q1. Montrer que la variable aléatoire T" = suit la loi v(1/2).

. 1 &
a) Donner une densité de la variable aléatoire S,, = — E X2
202 ¢
=1

oo 1 ¢ : L
b) Soit Y,, définie par ¥}, = — E X2. Montrer que Y;, est un estimateur sans biais de o2.
n

i=1

¢) En justifiant son existence, calculer 'espérance E(1/Y,) en fonction de n et o.
En déduire un estimateur &, sans biais du parameétre o.

Q3. a) En justifiant son existence, calculer la variance V(7,,) en fonction de n et o.

b) On admet que, pour tout réel @ >0, ona'(z+n) ~ n*(n-1)L

(n—o0)

Montrer que 7, est un estimateur convergent de o.
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