
































23-10- 2014 J.F.C. p. 1

EDHEC 2000 exercice 2

Dans cet exercice,x d�esigne un r�eel �el�ement de [0 ; 1[ et n un entier sup�erieur ou �egal �a 1.

Q1. a) Montrer que : 8p 2 N� ;
1

p + 1
6

Z p+1

p

dt
t

6
1
p

�

b) En d�eduire que : 8k 2 N� ; 0 6
kX

p=1

1
p

 ln(k) 6 1.

Q2. a) Montrer que :
nX

p=1

xp

p
=  ln(1  x)  

Z x

0

tn

1  t
dt.

b) En d�eduire que la s�erie de terme g�en�eral
xn

n
converge et exprimer sa somme en fonction dex.

Q3. a) Pour tout x de ]0; 1[, calculer lim
n ! + 1

ln(n2 ln(n)xn ).

b) En d�eduire que, pour tout x de [0; 1[, la s�erie de terme g�en�eral ln( n)xn est convergente.

On pose maintenantSn (x) =
nX

k=1

ln(k)xk et S(x) =
+ 1X

k=1

ln(k)xk .

Q4. Le but de cette question est de trouver un �equivalent simple deS(x) lorsque x est au voisinage de 1 .

a) Montrer, en utilisant la premi�ere question, que : 0 6
nX

k=1

kX

p=1

xk

p
 Sn (x) 6

nX

k=1

xk .

b) En d�eduire que : 0 6
1

1  x

 
nX

p=1

xp

p
 xn +1

nX

p=1

1
p

!

 Sn (x) 6
x

1  x
�

c) Justi�er que : lim
n ! + 1

 

xn +1
nX

p=1

1
p

!

= 0.

d) En d�eduire que : S(x) �
1 

 
ln(1  x)

1  x
�

1) a. Soit p un �el�ement de N� . t !
1
t

est continue et d�ecroissante sur [p; p+ 1].

Par cons�equent :8t 2 [p; p+ 1] ;
1

p + 1
6

1
t

6
1
p

; commep 6 p + 1 il vient alors par int�egration :

Z p+1

p

1
p + 1

dt 6
Z p+1

p

1
t

dt 6
Z p+1

p

1
p

dt:

Ainsi :
1

p + 1
(p + 1  p) 6

Z p+1

p

1
t

dt 6
1
p

(p + 1  p).

Finalement 8p 2 N� ;
1

p + 1
6

Z p+1

p

1
t

dt 6
1
p

.

b. Soit k un �el�ement de [[2 ; + 1 [[. 8p 2 N� ;
1

p + 1
6

Z p+1

p

1
t

dt 6
1
p

�
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En sommant on obtient :
k  1X

p=1

1
p + 1

6
k  1X

p=1

Z p+1

p

1
t

dt 6
k  1X

p=1

1
p

� Alors
k  1X

p=0

1
p + 1

 1 6
Z k

1

1
t

dt 6
kX

p=1

1
p

 
1
k

�

Un l�eger changement d'indice dans la premire somme et une petite int�egration donnent :

kX

p=1

1
p

 1 6
h

ln jt j
i k

1
= ln k 6

kX

p=1

1
p

 
1
k

� Ainsi :
kX

p=1

1
p

 ln k 6 1 et
kX

p=1

1
p

 ln k >
1
k

> 0.

Par cons�equent 06
kX

p=1

1
p

 ln k 6 1. Remarquons que ceci vaut encore pourk = 1 (0 6 1  0 6 1).

Finalement : 8k 2 N� ; 0 6
kX

p=1

1
p

 ln k 6 1 .

2) a. Pour tout �el�ement p de N� ,
Z x

0
tp 1 dt =

htp

p

i x

0
=

xp

p
�

Alors :
nX

p=1

xp

p
=

nX

p=1

Z x

0
tp 1 dt =

Z x

0

nX

p=1

tp 1 dt =
Z x

0

1  tn

1  t
dt =

Z x

0

1
1  t

dt  
Z x

0

tn

1  t
dt.

nX

p=1

xp

p
=

h
 ln j1  t j

i x

0
 

Z x

0

tn

1  t
dt =  ln(1  x)  

Z x

0

tn

1  t
dt.

nX

p=1

xp

p
=  ln(1  x)  

Z x

0

tn

1  t
dt .

b. Montrons que lim
n ! + 1

Z x

0

tn

1  t
dt = 0.

8t 2 [0; x]; tn > 0 et 0 6
1

1  t
6

1
1  x

; 8t 2 [0; x]; 0 6
tn

1  t
6

tn

1  x
�

En int�egrant il vient : 0 6
Z x

0

tn

1  t
dt 6

1
1  x

Z x

0
tn dt =

1
1  x

xn +1

n + 1
car x est positif.

x �etant �el�ement de [0 ; 1[, on a encore : 06
Z x

0

tn

1  t
dt 6

1
1  x

1
n + 1

�

Comme lim
n ! + 1

1
1  x

1
n + 1

= 0 on obtient par encadrement : lim
n ! + 1

Z x

0

tn

1  t
dt = 0.

Ceci donne sans di�cult�e : lim
n ! + 1

 
nX

p=1

xp

p

!

=  ln(1  x).

La s�erie de terme g�en�eral
xp

p
converge et

+ 1X

p=1

xp

p
=  ln(1  x) .

Remarque Ceci vaut encore six est �el�ement de [ 1; 0[ et cela se montre en utilisant une d�emarche analogue. Six

est un r�eel n'appartenant pas [ 1; 1[, la s�erie de terme g�en�eral
xp

p
diverge.

3) a. x est �el�ement de [0; 1[ donc lim
n ! + 1

(n3 xn ) = 0 + (croissance compar�ee).

On a aussi lim
n ! + 1

ln n
n

= 0 + . Par produit : lim
n ! + 1

"
n2 ln n xn �

= lim
n ! + 1

� ln n
n

n3 xn
�

= 0 + .

Remarquons que ceci su�t trs largement pour traiter b.
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Cependant supposons maintenantx �el�ement de ]0 ; 1[. Alors : lim
n ! + 1

ln
 
n2 ln n x n �

=  1 ! !

Remarque La d�emonstration pr�ec�edente donne surtout la preuve de l'inuti lit�e de la question...

b. Nous avons vu que lim
n ! + 1

 
n2 ln n xn �

= 0. En utilisant la d�e�nition de la limite d'une suite, nous pouvon s dire

qu'il existe un �el�ement n0 de N� tel que :8n 2 N� ; n > n0 ) 0 6 n2 ln n xn 6 1.

Donc :8n 2 [[n0; + 1 [[; 0 6 ln n xn 6
1
n2 .

La convergence de la s�erie de terme g�en�eral
1
n2 et les rgles de comparaison des s�eries termes positifs montrent alors

que la s�erie de terme g�en�eral ln n xn converge .

4) a.
nX

k=1

kX

p=1

xk

k
 Sn (x) =

nX

k=1

� kX

p=1

xk

p
 ln k xk

�
=

nX

k=1

!

xk
� kX

p=1

1
p

 ln k
�

"

.

Pour tout �el�ement k de N� , xk > 0 et 0 6
kX

p=1

1
p

 ln k 6 1.

Donc, pour tout �el�ement k de N� , 0 6 xk
� kX

p=1

1
p

 ln k
�

6 xk .

En sommant on obtient : 0 6
nX

k=1

!

xk
� kX

p=1

1
p

 ln k
�

"

6
nX

k=1

xk . Ou 0 6
nX

k=1

kX

p=1

xk

p
 Sn (x) 6

nX

k=1

xk .

b. Or :
nX

k=1

xk = x
1  xn

1  x
=

x  xn +1

1  x
6

x
1  x

�

Alors : 0 6
nX

k=1

kX

p=1

xk

p
 Sn (x) 6

x
1  x

.

Il ne reste plus qu' montrer que :
nX

k=1

kX

p=1

xk

p
=

1
1  x

!
nX

p=1

xp

p
 xn +1

nX

p=1

1
p

"

.

Une petite commutation de sommes donne :

nX

k=1

kX

p=1

xk

p
=

nX

p=1

nX

k= p

xk

p
=

nX

p=1

0

@1
p

nX

k= p

xk

1

A =
nX

p=1

�
1
p

xp 1  xn  (p 1)

1  x

�
.

nX

k=1

kX

p=1

xk

p
=

1
1  x

nX

p=1

� 1
p

(xp  xn +1 )
�

=
1

1  x

!
nX

p=1

xp

p
 xn +1

nX

p=1

1
p

"

.

Ainsi 0 6
1

1  x

!
nX

p=1

xp

p
 xn +1

nX

p=1

1
p

"

 Sn (x) 6
x

1  x
�

c. Q1) b. nous donne : 06
nX

p=1

1
p

 ln n 6 1. Alors : 0 6
nX

p=1

1
p

6 1 + ln n.

En multipliant par xn +1 , qui est positif, il vient : 0 6 xn +1
nX

p=1

1
p

6 xn +1 + xn +1 ln n.

Comme x est �el�ement de [0; 1[, lim
n ! + 1

xn +1 = 0 et lim
n ! + 1

 
xn +1 ln n

�
= 0 (croissance compar�ee).
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On obtient alors par encadrement : lim
n ! + 1

 

xn +1
nX

p=1

1
p

!

= 0 .

d. Reprenons l'encadrement de Q4) b. et faisons tendren vers +1 . Il vient :

0 6  
ln(1  x)

1  x
 S(x) 6

x
1  x

(� )

car lim
n ! + 1

 
nX

p=1

xp

p

!

=  ln(1  x), lim
n ! + 1

 

xn +1
nX

p=1

1
p

!

= 0 et lim
n ! + 1

Sn (x) = S(x).

Supposonsx dans ]0; 1[. Remarquons alors que 
1  x

ln(1  x)
est strictement positif et divisons (� ) par cette quantit�e.

On vient :

0 6 1  
�

 
(1  x)S(x)

ln(1  x)

�
6  

x
ln(1  x)

�

Or lim
x ! 1 

�
 

x
ln(1  x)

�
= 0 car lim

x ! 1 
ln(1  x) =  1 .

Donc par encadrement on obtient : lim
x ! 1 

�
 

(1  x)S(x)
ln(1  x)

�
= 1.

Alors  
(1  x)S(x)

ln(1  x)
�
1 

1. Ceci donne encore :S(x) �
1 

 
ln(1  x)

1  x
.
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EDHEC 2001 exercice 2

Pour tout entier naturel n sup�erieur ou �egal 1, on pose :un =
1

nP

k=1
k2

�

On se propose de montrer que la s�erie de terme g�en�eralun converge et de calculer sa somme.

On pose, pour tout entier n sup�erieur ou �egal �a 1 : vn =
nX

k=1

1
k

et wn = vn  ln(n).

On rappelle que :vn �
+ 1

ln(n).

1) a. Montrer que : 8n 2 N� ; wn  wn +1 > 0.

b. D�eterminer le d�eveloppement limit�e �a l'ordre 2, au voisinage de 0, de ln(1 + x)  
x

1 + x
�

c. En d�eduire que, au voisinage de +1 : wn  wn +1 =
1

2n2 + o
�

1
n2

�
.

2) a. Montrer que la s�erie de terme g�en�eral wn  wn +1 est convergente.

b. En d�eduire que la suite (wn ) converge. On note
 sa limite.

3) Montrer que la s�erie de terme g�en�eral un converge.

4) a. D�eterminer les r�eels a, b et c tels que pour tout n de N� , un =
a
n

+
b

n + 1
+

c
2n + 1

�

b. Montrer que : 8n 2 N� ;
nX

k=1

1
2k + 1

= v2n +1  
1
2

vn  1.

c. En d�eduire que : 8n 2 N� ;
nX

k=1

uk = 24(vn  v2n +1 ) + 24  
6n

n + 1
�

5) En utilisant la convergence de la suite (wn ), calculer
+ 1X

n =1

un en fonction de ln 2.

1) a. Soit n un �el�ement de N� .

wn  wn +1 = vn  ln n  vn +1 + ln( n + 1) =  ln
�

n
n + 1

�
+ vn  vn +1 =  ln

�
n

n + 1

�
 

1
n + 1

�

La fonction ln est concave donc sa courbe repr�esentative est en dessous de toutes ses tangentes ; en particulier de celle
au point d'abscisse 1 qui a pour �equationy = (ln 01)(x  1) + ln 1 ou y = x  1.

Ainsi 8x 2 R+ � ; ln x 6 x  1.

Ceci permet d'�ecrire : ln
�

n
n + 1

�
6

n
n + 1

 1 =  
1

n + 1
�

Ce qui donne : 06  ln
�

n
n + 1

�
 

1
n + 1

= wn  wn +1 . Finalement :

8n 2 N� ; wn  wn +1 > 0.

b. Le cours donne ln(1 +x) = x  
x2

2
+ o(x2).

Il fournit �egalement
1

1 + x
= 1  x + o(x) donc

x
1 + x

= x  x2 + o(x2).
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Alors ln(1 + x)  
x

1 + x
= x  

x2

2
 x + x2 + o(x2) =

x2

2
+ o(x2).

ln(1 + x)  
x

1 + x
=

x2

2
+ o(x2):

c. Comme lim
n ! + 1

1
n

= 0, ln
�

1 +
1
n

�
 

1
n

1 + 1
n

=
1

2n2 + o
�

1
n2

�
.

Or 8n 2 N� ; ln
�

1 +
1
n

�
 

1
n

1 + 1
n

= ln
�

n + 1
n

�
 

1
n + 1

=  ln
�

n
n + 1

�
 

1
n + 1

= wn  wn +1 . Alors

wn  wn +1 =
1

2n2 + o
�

1
n2

�
:

2) a. Ce qui pr�ec�ede montre que :wn  wn +1 �
1

2n2 �

De plus :8n 2 N� ; wn  wn +1 > 0 et la s�erie de terme g�en�eral
1

2n2 est convergente. Les r�egles de comparaison des
s�eries �a termes positifs montrent alors que :

la s�erie de terme g�en�eral wn  wn +1 est convergente.

b. 8n 2 [[2; + 1 [[; wn = ( wn  w1) + w1 =
n  1X

k=1

(wk+1  wk ) + w1 =  
n  1X

k=1

(wk  wk+1 ) + w1.

La suite de terme g�en�eral
n  1P

k=1
(wk  wk+1 ) converge car la s�erie de terme g�en�eral wn  wn +1 converge.

Par cons�equent la suite de terme g�en�eral  
n  1X

k=1

(wk  wk+1 ) + w1 converge. Alors :

la suite (wn )n > 1 converge.

3) 8n 2 N� ;
nX

k=1

k2 > n2� Par cons�equent :8n 2 N� ; 0 6 un =
1

nP

k=1
k2

6
1
n2 �

La convergence de la s�erie de terme g�en�eral
1
n2 et les r�egles de comparaison des s�eries �a termes positifs montrent que :

la s�erie de terme g�en�eral un converge.

4) a. 8n 2 N� ;
nX

k=1

k2 =
n(n + 1)(2 n + 1)

6
�

Par cons�equent :8n 2 N� ; un =
1

nP

k=1
k2

=
6

n(n + 1)(2 n + 1)
�

Soient a, b et c trois r�eels.

8n 2 N� ;
a
n

+
b

n + 1
+

c
2n + 1

=
a(n + 1)(2 n + 1) + b n(2n + 1) + c n(n + 1)

n(n + 1)(2 n + 1)
�

8n 2 N� ;
a
n

+
b

n + 1
+

c
2n + 1

=
(2a + 2b+ c)n2 + (3 a + b+ c)n + a

n(n + 1)(2 n + 1)
�
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Alors 8n 2 N� ; un =
a
n

+
b

n + 1
+

c
2n + 1

si et seulement si 2a + 2b+ c = 0, 3a + b+ c = 0 et a = 6.

De plus :

(
2a + 2b+ c = 0
3a + b+ c = 0
a = 6

,

( a = 6
2b+ c =  12
b+ c =  18

,

( a = 6
b =  12 ( 18) = 6
c =  18 b =  24

,

( a = 6
b = 6
c =  24

.

Alors :

8n 2 N� ; un =
6
n

+
6

n + 1
 

24
2n + 1

�

b. Soit n un �el�ement de N� .

v2n +1 =
2n +1X

k=1

1
k

=
nX

k=1

1
2k

+
nX

k=0

1
2k + 1

=
1
2

nX

k=1

1
k

+
nX

k=1

1
2k + 1

+ 1 =
1
2

vn +
nX

k=1

1
2k + 1

+ 1.

Alors :
nX

k=1

1
2k + 1

= v2n +1  
1
2

vn  1.

c. Soit n un �el�ement de N� .
nX

k=1

uk =
nX

k=1

�
6
k

+
6

k + 1
 

24
2k + 1

�
= 6

nX

k=1

1
k

+ 6
nX

k=1

1
k + 1

 24
nX

k=1

1
2k + 1

�

nX

k=1

uk = 6vn + 6
�

vn +
1

n + 1
 1

�
 24

�
v2n +1  

1
2

vn  1
�

= 12vn  
6n

n + 1
 24v2n +1 + 12vn + 24.

Alors :
nX

k=1

uk = 24(vn  v2n +1 ) + 24  
6n

n + 1
�

5) 8n 2 N� ; vn  v2n +1 = wn + ln n  w2n +1  ln(2n + 1) = wn  w2n +1  ln
�

2 +
1
n

�
.

Alors lim
n ! + 1

(vn  v2n +1 ) = 
  
  ln 2 =  ln 2. En remarquant que lim
n ! + 1

6n
n + 1

= 6 on obtient :

lim
n ! + 1

nX

k=1

uk = 24(  ln 2) + 24  6 = 18  24 ln 2. Ce qui donne :

+ 1X

n =1

un = 18  24 ln 2:
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EDHEC 2003 exercice 2

Soit p un entier naturel et f une fonction continue, strictement positive, d�ecroissante sur [p;+ 1 [ et

telle que
Z + 1

p
f (t) dt converge.

Pour tout entier naturel n sup�erieur ou �egal �a p, on poseSn =
nX

k= p

f (k).

Q1. a) Utiliser la d�ecroissance def pour montrer que, pour tout entier naturel n sup�erieur ou �egal p, on a :

Sn  f (p) 6
Z n

p
f (t) dt.

b) En d�eduire que la s�erie de terme g�en�eral f (n) est convergente.

On pose d�esormais, pour tout entier naturel n sup�erieur ou �egal �a p, Rn =
+ 1X

k= n +1

f (k).

Q2. a) Montrer que, pour tout entier naturel n sup�erieur ou �egal �a p, on a :
Z + 1

n
f (t) dt  f (n) 6 Rn 6

Z + 1

n
f (t) dt:

b) En d�eduire une condition su�sante portant sur f (n) et
Z + 1

n
f (t) dt pour que :Rn �

+ 1

Z + 1

n
f (t) dt.

Q3. Dans cette question, pour tout r�eel x de [2; + 1 [, on posef (x) =
1

x(ln x)2 �

a) Montrer que cette fonction v�eri�e les quatre hypoth�eses de l'�enonc�e ainsi que la condition trouv�ee �a la question 2b).

b) En d�eduire un �equivalent, lorsque n est au voisinage de +1 , de Rn =
+ 1X

k= n +1

1
k(ln k)2 �

c) La s�erie de terme g�en�eral Rn est-elle convergente ?

1) a. Soit n un �el�ement de N tel que n > p. Supposons d'abord quen > p .

8k 2 [[p;+ 1 [[; 8t 2 [k; k + 1] ; f (k + 1) 6 f (t) car f est d�ecroissante sur [p;+ 1 [.

En int�egrant il vient alors 8k 2 [[p; n  1]]; f (k + 1) =
Z k+1

k
f (k + 1) d t 6

Z k+1

k
f (t) dt car k 6 k + 1.

En sommant il vient :
n  1X

k= p

f (k + 1) 6
n  1X

k= p

Z k+1

k
f (t) dt =

Z n

p
f (t) dt ou

nX

k= p+1

f (k) 6
Z n

p
f (t) dt.

Ainsi Sn  f (p) 6
Z n

p
f (t) dt.

Notons que ceci vaut encore pourn = p car Sp  f (p) = 0 et
Z p

p
f (t) dt = 0. Finalement :

8n 2 [[p;+ 1 [[; Sn  f (p) 6
Z n

p
f (t) dt.

b.
Z + 1

p
f (t) dt existe et f est positive sur [p;+ 1 [. Alors 8n 2 [[p;+ 1 [[;

Z n

p
f (t) dt 6

Z + 1

p
f (t) dt.
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Ainsi 8n 2 [[p;+ 1 [[; Sn  f (p) 6
Z + 1

p
f (t) dt ou 8n 2 [[p;+ 1 [[; Sn 6 f (p)

Z + 1

p
f (t) dt.

La s�erie de terme g�en�eral f (n) est �a termes positifs et la suite de ses sommes partielles est major�ee par f (p) +Z + 1

p
f (t) dt. Ainsi :

la s�erie de terme g�en�eral f (n) converge.

Remarque Ceci est en fait un r�esultat de cours dans la mesure o�uf est continue positive et d�croissante sur [p;+ 1 [.

2) a. Soit n un �el�ement de N tel que n > p.

8k 2 [[p;+ 1 [[; 8t 2 [k; k + 1] ; f (k + 1) 6 f (t) 6 f (k) car f est d�ecroissante sur [p;+ 1 [.

En int�egrant il vient alors 8k 2 [[p;+ 1 [[; f (k + 1) =
Z k+1

k
f (k + 1) d t 6

Z k+1

k
f (t) dt 6

Z k+1

k
f (k) dt = f (k) car

k 6 k + 1.

En sommant il vient : 8q 2 [[n; + 1 [[;
qX

k= n

f (k + 1) 6
qX

k= n

Z k+1

k
f (t) dt =

Z q+1

n
f (t) dt 6

qX

k= n

f (k).

En faisant tendre q vers +1 on obtient :
+ 1X

k= n

f (k + 1) 6
Z + 1

n
f (t) dt 6

+ 1X

k= n

f (k) ou Rn =
+ 1X

k= n +1

f (k) 6
Z + 1

n
f (t) dt 6

+ 1X

k= n

f (k) = Rn + f (n).

Alors
Z + 1

n
f (t) dt  f (n) 6 Rn 6

Z + 1

n
f (t) dt.

8n 2 [[p;+ 1 [[;
Z + 1

n
f (t) dt  f (n) 6 Rn 6

Z + 1

n
f (t) dt.

b. Soit n un �el�ement de [[ p;+ 1 [[. f est strictement positive sur [p;+ 1 [ donc
Z + 1

n
f (t) dt est un r�eel strictement

positif.

En divisant l'encadrement pr�ec�edent par
Z + 1

n
f (t) dt il vient : 1  

f (n)
R+ 1

n f (t) dt
6

Rn
R+ 1

n f (t) dt
6 1.

Le th�eor�eme d'encadrement sur les suites nous indique alors que :

lim
n ! + 1

Rn
R+ 1

n f (t) dt
= 1 d�es que lim

n ! + 1

 

1  
f (n)

R+ 1
n f (t) dt

!

= 1 ou que lim
n ! + 1

f (n)
R+ 1

n f (t) dt
= 0.

Ainsi Rn �
n ! + 1

Z + 1

n
f (t) dt d�es que f (n) = o

� Z + 1

n
f (t) dt

�
.

f (n) = o
� Z + 1

n
f (t) dt

�
est une condition su�sante pour que Rn �

n ! + 1

Z + 1

n
f (t) dt.

3) a. x ! x et x ! (ln x)2 sont continues et strictement positives sur [2; + 1 [ donc x ! x (ln x)2 est continue et
strictement positive sur [2; + 1 [. Alors f est continue et strictement positive sur [2; + 1 [.
x ! x et x ! (ln x)2 sont croissantes et strictement positives sur [2; + 1 [ donc x ! x (ln x)2 est croissante et
strictement positive sur [2; + 1 [. Alors f est d�ecroissante sur [2; + 1 [.

8A 2 [2; + 1 [;
Z A

2
f (t) dt =

Z A

2

dt
t (ln t)2 =

�
 

1
ln t

� A

2
=  

1
ln A

+
1

ln 2
�
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Alors lim
A ! + 1

Z A

2
f (t) dt =

1
ln 2

� Ainsi
Z + 1

2
f (t) dt converge et vaut

1
ln 2

�

8n 2 [[2; + 1 [[; lim
A ! + 1

Z A

n
f (t) dt = lim

A ! + 1

�
 

1
ln t

� A

n
= lim

A ! + 1

�
 

1
ln A

+
1

ln n

�
=

1
ln n

�

Alors 8n 2 [[2; + 1 [[;
Z + 1

n
f (t) dt =

1
ln n

�

Par cons�equent : lim
n ! + 1

f (n)
R+ 1

n f (t) dt
= lim

n ! + 1

1
n (ln n )2

1
ln n

= lim
n ! + 1

1
n ln n

= 0.

f est continue, strictement positive, et d�ecroissante sur [2; + 1 [.

De plus
Z + 1

2
f (t) dt est convergente etf (n) = o

� Z + 1

n
f (t) dt

�

.

b. D'apr�es la question 2, Rn =
+ 1X

k= n +1

f (k) �
n ! + 1

Z + 1

n
f (t) dt =

1
ln n

�

Rn =
+ 1X

k= n +1

1
k (ln k)2 �

n ! + 1

1
ln n

�

c. lim
n ! + 1

(n Rn ) = lim
n ! + 1

� n
ln n

�
= + 1 ; il existe alors n0 dans [[2; + 1 [[ tel que 8n 2 [[n0; + 1 [[; n Rn > 1.

Alors 8n 2 [[n0; + 1 [[; Rn >
1
n

> 0. La divergence de la s�erie de terme g�en�eral
1
n

et les r�egles de comparaison des
s�eries �a termes positifs montrent que la s�erie de terme g�en�eral Rn diverge.

La s�erie de terme g�eral Rn diverge.
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EDHEC 2006 exercice 2

Q1. a) Montrer que l'on d�e�nit bien une unique suite ( un )n > 1, �a termes strictement positifs, en posant :u1 = 1 et,

pour tout entier n sup�erieur ou �egal �a 2, un =
1

2n  1

n  1X

j =1

uj .

b) V�eri�er que u2 =
1
3

, puis calculer u3.

Q2. Montrer que la s�erie de terme g�en�eral un est divergente et donner lim
n ! + 1

nX

j =1

uj .

Q3. a) �Etablir que : 8n > 2; un +1 =
2n

2n + 1
un .

b) En d�eduire que la suite (un ) est convergente.

c) Donner un �equivalent de ln
 un

un +1

�
lorsquen est au voisinage de +1 puis d�eterminer la nature de la s�erie de terme

g�en�eral ln
 un

un +1

�
.

d) En d�eduire lim
n ! + 1

ln(un ), puis montrer que lim
n ! + 1

un = 0.

Q4. a) Montrer que : 8n > 2; un =
4n

4n
 2n

n

� , o�u
�

2n
n

�
d�esigne le coe�cient binomial

(2n)!
n!n!

.

b) En utilisant la question 2, d�eterminer lim
n ! + 1

nun , puis montrer que :
�

2n
n

�
=

n ! + 1
o(4n ) .

Q5. En utilisant le r�esultat de la question 3, montrer que :
4n

n
=

n ! + 1
o

��
2n
n

��
.

1 a) �� Posonsu1 = 1 et, pour tout entier n sup�erieur ou �egal �a 2, un =
1

2n + 1

n  1X

j =1

uj .

Montrons �a l'aide d'une r�ecurrence faible que, pour tout n dans N� , un est d�e�ni et est un r�eel strictement positif.

� La propri�et�e est vraie pour n = 1 car u1 = 1.

� Soit n un �el�ement de [[2 ; + 1 [[. Supposons la propri�et�e vraie jusqu'�a n  1 et montrons la pour n.

Pour tout �el�ement j de [[1; n  1]], uj est d�e�ni et est un r�eel strictement positif.

Donc un =
1

2n  1

n  1X

j =1

uj est d�e�ni et est un r�eel strictement positif. Ceci ach�eve la r�ecurrence.

Ainsi en posant :u1 = 1 et 8n 2 [[2; + 1 [[; un =
1

2n  1

n  1X

j =1

uj , on d�e�nit une suite de r�eels strictement positifs.

�� Soit (vn )n > 1 une seconde suite de r�eels strictement positifs telle quev1 = 1 et 8n 2 [[2; + 1 [[; vn =
1

2n  1

n  1X

j =1

vj .

Montrons que cette suite co•�ncide avec la suite (un )n > 1.

Montrons pour ce faire, �a l'aide d'une r�ecurrence faible, que :8n 2 N� ; vn = un .

� La propri�et�e est vraie pour n = 1 car v1 = 1 = u1.
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� Soit n un �el�ement de [[2 ; + 1 [[. Supposons la propri�et�e vraie jusqu'�a n  1 et montrons la pour n.

8j 2 [[1; n  1]]; vj = uj donc vn =
1

2n  1

n  1X

j =1

vj =
1

2n  1

n  1X

j =1

uj = un . Ceci ach�eve la r�ecurrence.

On d�e�nit bien une unique suite ( un )n > 1, �a termes strictement positifs, en posant :u1 = 1 et, pour tout

entier n sup�erieur ou �egal �a 2, un =
1

2n  1

n  1X

j =1

uj .

b) u2 =
1

2 � 2  1

2 1X

j =1

uj =
1
3

u1 =
1
3

� u3 =
1

2 � 3  1

3 1X

j =1

uj =
1
5

(u1 + u2) =
1
5

�
1 +

1
3

�
=

4
15

�

u2 =
1
3

et u3 =
4
15

�

2) 8j 2 N� ; uj > 0 donc :8n 2 [[2; + 1 [[;
n  1P

j =1
uj > u1 = 1.

Alors : 8n 2 [[2; + 1 [[; un =
1

2n  1

n  1X

j =1

uj >
1

2n  1
� Mieux : 8n 2 N� ; un >

1
2n  1

car u1 = 1 > 1 !

Or 8n 2 N� ; 0 < 2n  1 6 2n donc 8n 2 N� ; 0 <
1

2n
6

1
2n  1

6 un .

Par cons�equent 8n 2 N� ; 0 <
1

2n
6 un et la s�erie de terme g�en�eral

1
2n

diverge. Les r�egles de comparaison sur les
s�eries �a termes positifs montrent alors que la s�erie de terme g�en�eral un diverge.

Cette s�erie �etant �a termes positifs et divergente, la suite de ses sommes partielles est donc croissante et divergente et
tend alors vers +1 .

La s�erie de terme g�en�eral un diverge et lim
n ! + 1

nX

j =1

uj = + 1 .

3 a) Soit n un �el�ement de [[2 ; + 1 [[.

(2n + 1) un +1 =
nX

j =1

uj =
n  1X

j =1

uj + un = (2 n  1) un + un = 2n un . Donc un +1 =
2n

2n + 1
un .

8n 2 [[2; + 1 [[; un +1 =
2n

2n + 1
un .

b) 8n 2 [[2; + 1 [[; un +1  un =
2n

2n + 1
un  un =  

1
2n + 1

un < 0.

Mieux 8n 2 N� ; un +1  un < 0 car u2  u1 =
1
3

 1 =  
2
3

�

Ainsi la suite (un )n > 1 est d�ecroissante et minor�ee par 0 donc elle est convergente.

La suite (un )n > 1 est convergente.

c) 8n 2 [[2; + 1 [[; ln
�

un

un +1

�
= ln

�
2n + 1

2n

�
= ln

�
1 +

1
2n

�
.
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Comme lim
n ! + 1

1
2n

= 0 on a alors :

ln
�

un

un +1

�
�

n ! + 1

1
2n

�

La s�erie de terme g�en�eral
1

2n
�etant divergente et �a termes positifs, les r�egles de comparaison sur les s�eries �a termes

positifs permettent de dire que :

la s�erie de terme g�en�eral ln
�

un

un +1

�
diverge.

d) 8n 2 [[1; + 1 [[; 0 < u n +1 6 un donc 8n 2 [[1; + 1 [[; ln
�

un

un +1

�
= ln un  ln un +1 > 0.

Ainsi la s�erie de terme g�en�eral ln
�

un

un +1

�
est divergente et �a termes positifs donc la suite de ses sommes partielles

tend vers +1 .

lim
n ! + 1

nX

j =1

ln
�

uj

uj +1

�
= + 1 ou lim

n ! + 1

nX

j =1

�
ln(uj )  ln(uj +1 )

�
= + 1 .

Ce qui donne encore lim
n ! + 1

�
ln u1  ln(un +1 )

�
= + 1 ou lim

n ! + 1

�
ln un +1  ln 1

�
=  1 .

Par cons�equent lim
n ! + 1

ln un +1 =  1 . Donc :

lim
n ! + 1

ln un =  1 .

Alors 8n 2 N� ; un = eln u n et lim
n ! + 1

ln un =  1 donc :

lim
n ! + 1

un = 0.

4 a) Montrons par r�ecurrence que 8n 2 [[2; + 1 [[; un =
4n

4n
 2n

n

� �

� u2 =
1
3

et pour n = 2,
4n

4n
 2n

n

� =
16

4 � 2 �
 4

2

� =
16

8 � 6
=

1
3

� La propri�et�e est donc vraie pour n = 2.

� Supposons la propri�et�e vraie pour un �el�ement n de [[2; + 1 [[ et montrons la pour n + 1.

un +1 =
2n

2n + 1
un =

2n
2n + 1

4n

4n
 2n

n

� =
4n n! n!

2(2n + 1) (2 n)!
=

4n (n + 1)! ( n + 1)!
(n + 1) 2( n + 1) (2 n + 1) (2 n)!

�

un +1 =
4n (n + 1)! ( n + 1)!
(n + 1) (2 n + 2)!

=
4n +1 (n + 1)! ( n + 1)!

4 (n + 1) (2 n + 2)!
=

4n +1

4(n + 1)
 2(n +1)

n +1

� �

Ceci ach�eve la r�ecurrence.

8n 2 [[2; + 1 [[; un =
4n

4n
 2n

n

� �

b) 8n 2 [[2; + 1 [[; n un =
n

2n  1

n  1X

j =1

uj .

Or lim
n ! + 1

nX

j =1

uj = + 1 donc lim
n ! + 1

n  1X

j =1

uj = + 1 . De plus lim
n ! + 1

n
2n  1

=
1
2

�
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Ainsi lim
n ! + 1

(n un ) = lim
n ! + 1

0

@ n
2n  1

n  1X

j =1

uj

1

A = + 1 .

lim
n ! + 1

(n un ) = + 1 .

8n 2 [[2; + 1 [[;

 2n
n

�

4n =
1
4

1
n un

et lim
n ! + 1

�
1
4

1
n un

�
= 0 donc lim

n ! + 1

 2n
n

�

4n = 0. Ainsi :

�
2n
n

�
=

n ! + 1
o(4n ).

5) 8n 2 [[2; + 1 [[;
4n

n
 2n

n

� = 4 un et lim
n ! + 1

un = 0 donc lim
n ! + 1

4n

n
 2n

n

� = 0. Ainsi :

4n

n
=

n ! + 1
o

��
2n
n

��
.
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EDHEC 2008 exercice 2

On se propose dans cet exercice de montrer que la s�erie de terme g�en�eral un = (  1)n sinn
n

est convergente et de
calculer sa somme.

Q1. On d�esigne par f une fonction de classeC1 sur l'intervalle [ a; b] et par � un r�eel strictement positif.

Montrer, grâce �a une int�egration par parties, que : lim
� ! + 1

Z b

a
f (t) cos(�t ) dt = 0.

Q2. a) On rappelle que :8(a; b) 2 R2; cos(a + b) = cos acosb sinasinb.

Exprimer, pour tout r�eel t, cos
t
2

cos(kt) en fonction de cos
�

2k + 1
2

t
�

et cos
�

2k  1
2

t
�

.

b) En d�eduire que : 8t 2 [0; 1]; 8n 2 N� ; cos
t
2

nX

k=1

( 1)k cos(kt) =
1
2

�
( 1)n cos(

2n + 1
2

t)  cos
t
2

�
.

c) Montrer alors que :8n 2 N� ;
nX

k=1

uk = (  1)n
Z 1

0

cos(2n +1
2 t)

2 cos t
2

dt  
1
2

�

Q3. Utiliser la premi�ere question pour conclure que la s�erie de terme g�en�eral un converge et que :

+ 1X

n =1

( 1)n sinn
n

=  
1
2

�

1) Soit � un r�eel non nul. f et t !
1
�

sin(�t ) sont de classeC1 sur [a; b].

Une int�egration par parties simple donne alors :
Z b

a
f (t) cos(�t ) dt =

�
f (t)

� 1
�

sin(�t )
� � b

a
 

1
�

Z b

a
f 0(t) sin(�t ) dt.

Z b

a
f (t) cos(�t ) dt =

1
�

 

f (b) sin(�b )  f (a) sin(�a )  
Z b

a
f 0(t) sin(�t ) dt

!

.

�
�
�
�
�

Z b

a
f (t) cos(�t ) dt

�
�
�
�
�

6
1

j� j

 

jf (b) sin(�b )j + jf (a) sin(�a )j +

�
�
�
�
�

Z b

a
f 0(t) sin(�t ) dt

�
�
�
�
�

!

:

�
�
�
�
�

Z b

a
f (t) cos(�t ) dt

�
�
�
�
�

6
1

j� j

 

jf (b)jj sin(�b )j + jf (a)jj sin(�a )j +
Z b

a
jf 0(t)jj sin(�t )j dt

!

:

�
�
�
�
�

Z b

a
f (t) cos(�t ) dt

�
�
�
�
�

6
1

j� j

 

jf (b)j + jf (a)j +
Z b

a
jf 0(t)j dt

!

:

Comme : lim
� ! + 1

 
1

j� j

 

jf (b)j + jf (a)j +
Z b

a
jf 0(t)j dt

!!

= 0, le th�eor�eme d'encadrement donne alors sans di�cult�e :

lim
� ! + 1

Z b

a
f (t) cos(�t ) dt = 0.

Remarque Ce qui pr�ec�ede donne de la même mani�ere lim
� ! 1

Z b

a
f (t) cos(�t ) dt = 0 .

2) a) Soient a et b deux r�eels. cos(a + b) = cos a cosb sina sinb et cos(a  b) = cos a cosb+ sin a sinb.

En ajoutant ces deux �egalit�es et en divisant par 2 on obtient : cosa cosb =
1
2

"
cos(a + b) + cos(a  b)

�
.
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Alors 8t 2 R; 8k 2 N; cos
t
2

cos(k t) =
1
2

�
cos

�
t
2

+ k t
�

+ cos
�

t
2

 k t
��

=
1
2

�
cos

�
2k + 1

2
t
�

+ cos
�

1  2k
2

t
��

.

La fonction cos �etant paire on a alors :

8t 2 R; 8k 2 N; cos
t
2

cos(k t) =
1
2

�
cos

�
2k + 1

2
t
�

+ cos
�

2k  1
2

t
��

.

b) Soit t un �el�ement de [0 ; 1] et n un �el�ement de N� .

cos
t
2

nX

k=1

( 1)k cos(k t) =
nX

k=1

�
( 1)k cos

t
2

cos(k t)
�

=
nX

k=1

�
( 1)k 1

2

�
cos

�
2k + 1

2
t
�

+ cos
�

2k  1
2

t
���

.

cos
t
2

nX

k=1

( 1)k cos(k t) =
1
2

nX

k=1

( 1)k cos
�

2k + 1
2

t
�

+
1
2

nX

k=1

( 1)k cos
�

2k  1
2

t
�

.

Une petite translation d'indice au niveau de la seconde somme donne :

cos
t
2

nX

k=1

( 1)k cos(k t) =
1
2

nX

k=1

( 1)k cos
�

2k + 1
2

t
�

+
1
2

n  1X

k=0

( 1)k+1 cos
�

2k + 1
2

t
�

.

Ou : cos
t
2

nX

k=1

( 1)k cos(k t) =
1
2

nX

k=1

( 1)k cos
�

2k + 1
2

t
�

 
1
2

n  1X

k=0

( 1)k cos
�

2k + 1
2

t
�

. En simpli�ant il vient :

cos
t
2

nX

k=1

( 1)k cos(k t) =
1
2

( 1)n cos
�

2n + 1
2

t
�

 
1
2

cos
t
2

. Finalement :

8t 2 [0; 1]; 8n 2 N� ; cos
t
2

nX

k=1

( 1)k cos(k t) =
1
2

�
( 1)n cos

�
2n + 1

2
t
�

 cos
t
2

�
.

c) Soit n dans N� . Observons que8t 2 [0; 1]; cos
t
2

6= 0. Alors, par division, la question pr�ec�edente fournit :

8t 2 [0; 1];
nX

k=1

( 1)k cos(k t) =
1
2

( 1)n cos
 

2n +1
2 t

�

cos
 

t
2

�  
1
2

. Ou :

8t 2 [0; 1];
nX

k=1

( 1)k cos(k t) = (  1)n cos
 

2n +1
2 t

�

2 cos
 

t
2

�  
1
2

�

En int�egrant entre 0 et 1, et par lin�earit�e de l'int�egrale, on obtie nt :
nX

k=1

�
( 1)k

Z 1

0
cos(k t) dt

�
= (  1)n

Z 1

0

cos
 

2n +1
2 t

�

2 cos
 

t
2

� dt  
1
2

Z 1

0
1 dt = (  1)n

Z 1

0

cos
 

2n +1
2 t

�

2 cos
 

t
2

� dt  
1
2

�

Or 8k 2 N� ; ( 1)k
Z 1

0
cos(k t) dt =

( 1)k

k

h
sin(k t)

i 1

0
= (  1)k sink

k
= uk . Finalement :

8n 2 N� ;
nX

k=1

uk = (  1)n
Z 1

0

cos
 

2n +1
2 t

�

2 cos
 

t
2

� dt  
1
2

�

3) Notons que8n 2 N� ;

�
�
�
�
�

nX

k=1

uk  
�

 
1
2

� �
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
( 1)n

Z 1

0

cos
 

2n +1
2 t

�

2 cos
 

t
2

� dt

�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�

Z 1

0

cos
 

2n +1
2 t

�

2 cos
 

t
2

� dt

�
�
�
�
�
.

Consid�erons alors la fonction g : t !
1

2 cos t
2

� g est de classeC1 sur [0; 1] et :

8n 2 N� ;

�
�
�
�
�

nX

k=1

uk  
�

 
1
2

� �
�
�
�
�

=

�
�
�
�

Z 1

0
g(t) cos

�
2n + 1

2
t
�

dt

�
�
�
� .
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La premi�ere question donne : lim
� ! + 1

Z 1

0
g(t) cos(� t ) dt = 0 car g est de classeC1 sur [0; 1].

Donc lim
n ! + 1

Z 1

0
g(t) cos

�
2n + 1

2
t
�

dt = 0.

Alors lim
n ! + 1

�
�
�
�
�

nX

k=1

uk  
�

 
1
2

� �
�
�
�
�

= lim
n ! + 1

�
�
�
�
�

Z 1

0

cos
 

2n +1
2 t

�

2 cos
 

t
2

� dt

�
�
�
�
�

= lim
n ! + 1

�
�
�
�

Z 1

0
g(t) cos

�
2n + 1

2
t
�

dt

�
�
�
� = 0.

Ainsi lim
n ! + 1

nX

k=1

uk =  
1
2

� Ce qui signi�e que la s�erie de terme g�en�eral un est convergente et de somme 
1
2

�

La s�erie de terme g�en�eral un = (  1)n sinn
n

converge et
+ 1X

n =1

( 1)n sinn
n

=  
1
2

�
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EDHEC 2013 exercice 1

Soit (an )n 2 N� une suite de r�eels strictement positifs telle que la s�erie de terme g�en�eral
1

an
converge.

Le but de cet exercice est de prouver que la s�erie de terme g�en�eral un =
n

a1 + a2 + � � � + an
converge �egalement et que,

de plus, on a
+ 1X

n =1

un 6 2
+ 1X

n =1

1
an

�

1) �Etude d'un exemple : pour tout entier naturel n non nul, on posean = n (n + 1).

a) V�eri�er que pour tout n dans N� ,
1

an
=

1
n

 
1

n + 1
, puis en d�eduire que la s�erie de terme g�en�eral

1
an

converge et

donner sa somme.

b) Pour tout entier naturel n non nul, d�eterminer un en fonction den.

c) �Etablir la convergence de la s�erie de terme g�en�eralun et donner sa somme, puis en d�eduire l'in�egalit�e demand�ee.

2) �Etude d'un deuxi�eme exemple.

On suppose, dans cette question, que, pour tout entier natureln non nul, on a an = n!.

a) �Ecrire une d�eclaration de fonction Pascal dont l'en-tête estfunction fact (n : integer) : integer ; et qui renvoie
n! �a l'appel de fact( n)

b) �Ecrire le corps principal d'un programme Pascal, utilisant cette fonction, et permettant de calculer et d'a�cher
la valeurs deun lorsque la valeur den est entr�ee au clavier par l'utilisateur.

c) �Etablir la convergence de la s�erie de terme g�en�eral
1

an
�

d) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, on a :un 6
1

(n  1)!
�

e) En d�eduire que la s�erie de terme g�en�eneral un converge et que l'on a :
+ 1X

n =1

un 6 2
+ 1X

n =1

1
an

�

On revient au cas g�en�eral.

3) Montrer, grâce �a l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz, que :

8n 2 N� ;
 
1 + 2 + � � � + n

� 2
6

 
a1 + a2 + � � � + an

�
�

1
a1

+
4
a2

+ � � � +
n2

an

�
�

4) a) Utiliser le r�esultat pr�ec�edent pour �etablir que : 8n 2 N� ;
2n + 1

a1 + a2 + � � � + an
6 4

�
1
n2  

1
(n + 1) 2

� !
nX

k=1

k2

ak

"

�

b) En d�eduire, par sommation, que : 8N 2 N� ;
NX

n =1

2n + 1
a1 + a2 + � � � + an

6 4
NX

k=1

1
ak

�

c) Montrer en�n que la s�erie de terme g�en�eral
2n + 1

a1 + a2 + � � � + an
converge puis �etablir le r�esultat demant�e.

1) a) 8n 2 N� ;
1
n

 
1

n + 1
=

(n + 1)  n
n (n + 1)

=
1

n (n + 1)
=

1
an

�

8n 2 N� ;
1

an
=

1
n

 
1

n + 1
�
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8r 2 N� ;
rX

n =1

1
an

=
rX

n =1

�
1
n

 
1

n + 1

�
= 1  

1
r + 1

par "t�elescopage".

Alors lim
r ! + 1

rX

n =1

1
an

= lim
r ! + 1

�
1  

1
r + 1

�
= 1. Ainsi :

la s�erie de terme g�en�eral
1

an
converge et

+ 1X

n =1

1
an

= 1.

b) Soit n un �el�ement de N� .

a1 + a2 + � � � + an =
nX

k=1

ak =
nX

k=1

k (k + 1) =
nX

k=1

k2 +
nX

k=1

k =
n (n + 1) (2 n + 1)

6
+

n (n + 1)
2

=
n (n + 1)

6

 
2n +1+3

�
.

a1 + a2 + � � � + an =
n (n + 1) (2 n + 4)

6
=

n (n + 1) ( n + 2)
3

�

Alors un =
n

a1 + a2 + � � � + an
=

n
n (n +1) ( n +2)

3

=
3

(n + 1) ( n + 2)
�

8n 2 N� ; un =
3

(n + 1) ( n + 2)
�

c) 8n 2 N� ; un =
3

(n + 1) ( n + 2)
=

3
an +1

�

Comme la s�erie de terme g�en�eral
1

an
converge, la s�erie de terme g�en�eral

3
an +1

converge �egalement.

Alors la s�erie de terme g�en�eral un converge. De plus :
+ 1X

n =1

un = 3
+ 1X

n =1

1
an +1

= 3
+ 1X

n =2

1
an

= 3

!
+ 1X

n =1

1
an

 
1
a1

"

= 3
�

1  
1

1 (1 + 1)

�
= 3

�
1  

1
2

�
=

3
2

�

La s�erie de terme g�en�eral un converge et
+ 1X

n =1

un =
3
2

�

I Remarque Il �etait sans doute plus rapide d'utiliser la même m�ethode que dans1) a) et d'�ecrire que :

8r 2 N� ;
rX

n =1

un = 3
rX

n =1

�
1

n + 1
 

1
n + 2

�
= 3

�
1
2

 
1

r + 2

�
� � � J

+ 1X

n =1

un =
3
2

6 2 = 2 � 1 = 2
+ 1X

n =1

1
an

�

+ 1X

n =1

un 6 2
+ 1X

n =1

1
an

�

2) a) et b) Nous allons regrouper le tout dans un même programme. Nous �ecrirons une version r�ecursive de fact
(fonction fact) et une version it�erative de fact (fonction fact2).

Calculer a1 + a2 + � � � + an en appelant �a chaque fois la fonction fact est une h�er�esie. Nous donnerons donc une fonction
qui calcule honorablementun (fonction u) et nous �ecrirons aussi ce qu'attend le concepteur (programme principal).
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1 Program Edhec_2013;
2

3 function fact(n:integer):integer;
4

5 Begin if n=0 then fact:=1
6 else fact:=n*fact(n-1); end;
7

8 function fact2(n:integer):integer;
9

10 var k,a:integer;
11

12 begin
13 a:=1;
14 for k:=1 to n do a:=a*k;
15 fact2:=a;
16 end;
17

18 function u(n:integer):real;
19

20 var k,f,s:integer;
21

22 begin
23 f:=1;s:=1;
24 for k:=2 to n do
25 begin
26 f:=f*k;s:=s+f;
27 end;
28 u:=n/s;
29 end;
30

31 var n,k,ubu:integer;
32

33 begin
34

35 write('Donner n. n=');readln(n);
36

37 ubu:=1;
38

39 for k:=2 to n do ubu:=ubu+fact(k);
40

41 writeln('u_',n,'=',n/ubu);
42

43 end.

c) 8n 2 N� ;
1

an
=

1
n!

=
1n

n!
� Or le cours indique que pour tout r�eel x, la s�erie de terme g�en�eral

xn

n!
converge. Ainsi :

La s�erie de terme g�en�eral
1

an
converge.

d) Soit n un �el�ement de N� .
nX

k=1

ak =
nX

k=1

k! > n! > 0. Donc
1
n!

>
1

nP

k=1
ak

et n > 0. Alors :

1
(n  1)!

=
n
n!

>
n

nP

k=1
ak

=
n

a1 + a2 + � � � + an
= un .
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8n 2 N� ; un 6
1

(n  1)!
�

e) 8n 2 N� ; 0 6 un 6
1

(n  1)!
et la s�erie de terme g�en�eral

1
(n  1)!

converge.

Les r�egles de comparaison sur les s�eries �a termes positifs montrent alors que la s�erie de terme g�en�eral un converge.

La s�erie de terme g�en�eral un converge.

8n 2 N� ; un 6
1

(n  1)!
donc

+ 1X

n =1

un 6
+ 1X

n =1

1
(n  1)!

car les deux s�eries convergent.

+ 1X

n =1

un 6
+ 1X

n =1

1
(n  1)!

=
+ 1X

n =0

1
n!

= e et
+ 1X

n =1

1
an

=
+ 1X

n =1

1
n!

=
+ 1X

n =0

1
n!

 
1
0!

= e  1.

Or 2 6 e donc 26 2 e e et ainsi e6 2
 
e 1

�
. Alors

+ 1X

n =1

un 6 e 6 2
 
e 1

�
= 2

+ 1X

n =1

1
an

�

+ 1X

n =1

un 6 2
+ 1X

n =1

1
an

�

On revient au cas g�en�eral.

3) Soit n un �el�ement de N� . Soit < :; : > le produit scalaire canonique deRn et k:k la norme associ�ee.

Dans l'espace vectoriel euclidien
 
Rn ; < :; : >

�
, l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz indique que :

8(x; y) 2 Rn � Rn ; j < x; y > j 6 kxk kyk. Ce qui revient �a dire que :

8(x1; x2; : : : ; xn ) 2 Rn ; 8(y1; y2; : : : ; yn ) 2 Rn ;

�
�
�
�
�

nX

k=1

 
xk yk

�
�
�
�
�
�

6

vu
u
t

nX

k=1

x2
k

vu
u
t

nX

k=1

y2
k . Ou que :

8(x1; x2; : : : ; xn ) 2 Rn ; 8(y1; y2; : : : ; yn ) 2 Rn ;

!
nX

k=1

 
xk yk

�
" 2

6

!
nX

k=1

x2
k

" !
nX

k=1

y2
k

"

.

Notons que8k 2 N� ; ak > 0. Alors :
 
1 + 2 + � � � + n

� 2
) =

!
nX

k=1

k

" 2

=

!
nX

k=1

p
ak �

k
p

ak

" 2

.

Alors ce qui pr�ec�ede permet d'�ecrire que :
 
1 + 2 + � � � + n

� 2
6

!
nX

k=1

 p
ak

� 2

" !
nX

k=1

�
k

p
ak

� 2
"

. Donc :

 
1 + 2 + � � � + n

� 2
6

!
nX

k=1

ak

" !
nX

k=1

k2

ak

"

=
 
a1 + a2 + � � � + an

�
�

1
a1

+
4
a2

+ � � � +
n2

an

�
�

8n 2 N� ;
 
1 + 2 + � � � + n

� 2
6

 
a1 + a2 + � � � + an

�
�

1
a1

+
4
a2

+ � � � +
n2

an

�
�

Ou :

8n 2 N� ;

!
nX

k=1

ak

" 2

6

!
nX

k=1

ak

" !
nX

k=1

k2

ak

"

�

4) a) Soit n un �el�ement de N� .
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Notons que : 4
�

1
n2  

1
(n + 1) 2

�
= 4

(n + 1) 2  n2

 
n (n + 1)

� 2 = 4
n2 + 2n + 1  n2

 
n (n + 1)

� 2 = 4
2n + 1

 
n (n + 1)

� 2 =
2n + 1

�
n (n +1)

2

� 2 �

Or
n (n + 1)

2
= 1 + 2 + � � � + n donc 4

�
1
n2  

1
(n + 1) 2

�
=

2n + 1
(1 + 2 + � � � + n)2 �

Rappelons que
 
1 + 2 + � � � + n

� 2
6

 
a1 + a2 + � � � + an

�
�

1
a1

+
4
a2

+ � � � +
n2

an

�
.

De plus
 
1 + 2 + � � � + n

� 2
et a1 + a2 + � � � + an sont strictement positifs. Alors :

1
a1 + a2 + � � � + an

6
1

 
1 + 2 + � � � + n

� 2

�
1
a1

+
4
a2

+ � � � +
n2

an

�
=

1
 
1 + 2 + � � � + n

� 2

nX

k=1

k2

ak
�

De plus 2n + 1 est positif, ainsi :
2n + 1

a1 + a2 + � � � + an
6

2n + 1
 
1 + 2 + � � � + n

� 2

nX

k=1

k2

ak
= 4

�
1
n2  

1
(n + 1) 2

� nX

k=1

k2

ak
�

8n 2 N� ;
2n + 1

a1 + a2 + � � � + an
6 4

�
1
n2  

1
(n + 1) 2

� nX

k=1

k2

ak
�

b) Soit N dans N� . D'apr�es ce qui pr�ec�ede :

NX

n =1

2n + 1
a1 + a2 + � � � + an

6
NX

n =1

!

4
�

1
n2  

1
(n + 1) 2

� nX

k=1

k2

ak

"

� Transformons le second terme.

NX

n =1

!

4
�

1
n2  

1
(n + 1) 2

� nX

k=1

k2

ak

"

=
NX

n =1

!
nX

k=1

�
4

�
1
n2  

1
(n + 1) 2

�
k2

ak

� "

� En commutant les deux sommes il vient :

NX

n =1

!

4
�

1
n2  

1
(n + 1) 2

� nX

k=1

k2

ak

"

= 4
NX

k=1

!
NX

n = k

��
1
n2  

1
(n + 1) 2

�
k2

ak

� "

= 4
NX

k=1

#
k2

ak

NX

n = k

�
1
n2  

1
(n + 1) 2

� #

.

Un petit "t�elescopage" donne alors :
NX

n =1

 

4
�

1
n2  

1
(n + 1) 2

� nX

k=1

k2

ak

!

= 4
NX

k=1

�
k2

ak

�
1
k2  

1
(N + 1) 2

��
.

Or 8k 2 N� ;
k2

ak
> 0 et

�
1
k2  

1
(N + 1) 2

�
6

1
k2 donc 8k 2 N� ;

k2

ak

�
1
k2  

1
(N + 1) 2

�
6

k2

ak

1
k2 =

1
ak

� Donc :

NX

n =1

 

4
�

1
n2  

1
(n + 1) 2

� nX

k=1

k2

ak

!

= 4
NX

k=1

�
k2

ak

�
1
k2  

1
(N + 1) 2

��
6 4

NX

k=1

1
ak

�

Alors
NX

n =1

2n + 1
a1 + a2 + � � � + an

6
NX

n =1

 

4
�

1
n2  

1
(n + 1) 2

� nX

k=1

k2

ak

!

6 4
NX

k=1

1
ak

� Ainsi :

8N 2 N� ;
NX

n =1

2n + 1
a1 + a2 + � � � + an

6 4
NX

k=1

1
ak

�

c) La s�erie de terme g�en�eral
1

an
est convergente (par hypoth�ese) et �a termes positifs donc8N 2 N� ;

NX

k=1

1
ak

6
+ 1X

k=1

1
ak

�

Alors 8N 2 N� ;
NX

n =1

2n + 1
a1 + a2 + � � � + an

6 4
NX

k=1

1
ak

6 4
+ 1X

k=1

1
ak

�
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Ainsi la s�erie de terme g�en�eral
2n + 1

a1 + a2 + � � � + an
est �a termes positifs et la suite de ses sommes partielles est major�ee

par 4
+ 1X

k=1

1
ak

� Elle est donc convergente.

La s�erie de terme g�en�eral
2n + 1

a1 + a2 + � � � + an
converge.

Soit n un �el�ement de N� . un =
n

a1 + a2 + � � � + an
�

0 6 n 6 n+
1
2

et a1 + a2 + � � � + an > 0 donc 06 un =
n

a1 + a2 + � � � + an
6

n + 1
2

a1 + a2 + � � � + an
=

1
2

2n + 1
a1 + a2 + � � � + an

�

Ainsi 8n 2 N� ; 0 6 un 6
1
2

2n + 1
a1 + a2 + � � � + an

�

De plus la s�erie de terme g�en�eral
2n + 1

a1 + a2 + � � � + an
converge donc il en est de même pour la s�erie de terme g�en�eral

1
2

2n + 1
a1 + a2 + � � � + an

�

Les r�egles de comparaison sur les s�eries �a termes positifs montrent alors que la s�erie de terme g�en�eral un converge.

De plus :
+ 1X

n =1

un 6
1
2

+ 1X

n =1

2n + 1
a1 + a2 + � � � + an

6
1
2

 

4
+ 1X

n =1

1
an

!

= 2
+ 1X

n =1

1
an

�

La s�erie de terme g�en�eral un converge et
+ 1X

n =1

un 6 2
+ 1X

n =1

1
an

�


