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Exercice Dérivation sous le signe somme avec hypothéses de mammouth obligées

a et b sont deux réels tels que a < b. I est un intervalle ouvert de R.
2

f est une application continue de I x [a, 5] dans R. On suppose de plus que 8% et (9—/: sont définies et continues sur
T
I x [a,b].

b
On considére la fonction de I dans R, ¢: & — / fz,t)de.
a

Q1. Montrer que ¢ est définie sur I.

b
Q2. c est un élément de I. On se propose de montrer que  est dérivable en ¢ et que '(c) = / g—i(c,t) dt.
a

Soit o un réel strictement positif tel que:[c —a,c+ ] C I.
a) Montrer que I’on peut trouver un réel positif M tel que:

V(z,t) € [c— a,c+ a] X [a, b], g—i—];(a:,t)l <M

b) Soit h un réel tel que 0 < {h| < o. Montrer que:

af h?
vt € [Cl,b], lf(C—I—h,t) - f(C,t) - h%(cvt)l < "2—M
(fixer ¢ dans [a, b] et considérer g:ax — f(z,1)).
En déduire que:
ple+h)—plc) [Pof (b—a)M
el B~ COL N R

Conclure proprement.

Q3. Application.

—z(141%) 1

T dt est dérivable sur R et de dérivée & — — / =147 g (utiliser ce sui précede
0

en justifiant avec soin les conditions d’applications).

1
a) Montrer que ¢ : & — / ¢
0

@ 2
b) Montrer que u:z — p(z?) + (/ et dt) est dérivable sur R et de dérivée nulle. Que dire alors de u ?
o :

o0 +oo oo .
¢) Montrer que / e~ dt = YT En déduire / e~ dt et / e~ dt
0

2 —o0 - 00
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J.F.C. an\l/' p-

Un troisiéeme exemple. EDHEC 2001
On désigne par n et r deux entiers naturels vérifiant n > 2 et r > 3.

On considére une épreuve aléatoire pouvant aboutir & r résultats différents Ry, Rs, ..., R, de probabilités respectives
z1, T2, ..., Tr. On supppose que, pour tout 7 de [1,r], 0 < z; < L.

On effectue n épreuves indépendantes du type de celle décrite ci-dessus.

Pour tout ¢ de [1,r], on note X; la variable aléatoire qui vaut 1 si le résultat numéro i n’est pas obtenu a issue de
ces n épreuves et qui vaut 0 sinon.

On désigne par X la variable aléatoire égale au nombre de résultats qui n’ont pas été.obtenus & l'issue des n épreuves.
a. Exprimer la variable X en fonction de X1, X5, ..., X,

b. Donner la loi de X; pour tout ¢ de {1,2,...,7}.
T
c. En déduire que Pespérance de X est E(X) = > (1 — ;)™
i=1
La suite de cet exercice consiste & rechercher les valeurs des réels z; en lesquelles F(X) admet un minimum.

T

En clair on cherche un minimum pour E(X) = Z (1—x)
=1

™ sous les contraintes x; > 0, o > 0, ..., z, > 0 et

1+ T+ 4z, =1
a. Ecrire E(X) comme une fonction, que I’on notera h, des (r — 1) variables 1, ..., Zp_1.
La fonction h est alors définie sur un ouvert £’ que 'on précisera.
Mettre en place tous les acteurs d’une optimisation sous contrainte.
b. Montrer que h est de classe C? sur ).
a. Déterminer les dérivées partielles d’ordre 1 de h.

b. Montrer que le seul point de R™! en lequel les dérivées partielles d’ordre 1 de h s’annulent simultanément est le

11 1
point B = (—,—,---,—).
T T

c¢. Conclure cette premiere phase.

d. Complément (uniquement pour faire voir & Sylvain comment on fait) : montrer que h posséde un minimum locale
en B.

a. Montrer que ¢ :¢ — t" est convexe sur |0, 1[.

Alors si 21, 22, ..., 2» sont r éléments de |0, 1] et a1, g, ..., a, sont réels positifs tels que a3 + a2+ -+, =1 on a:

% (Z o, Zk> < Z oy, p(zr).
k=1 k=1

b. Montrer alors E(X) est minimum si et seulement si 1 = z9 = -+~

@* aj X= Qé.lﬁg
‘-l
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Exercice Fonction convexe.

Q1. Faire un rappel sur les fonctions numériques convexes.

D est un convexe de R™ et f est une application de D dans R.
On dit que f est convexe sur D si:VA € [0,1], V(4,B) € D?, f(AA+ (1= X)B) < Af(4)+ (1 =N f(B).

On dit que f est concave sur D si — f est convexe sur D.

» Dans tout Iexercice, ) est un ouvert convexe de R™ et f une application de {2 dans R.
On pose: V(A4,B) € 02, Vt € [0,1], pap(t) = f(tA+ (1 —¢t)B) = f(B+t(4 - B)).
Q2. Montrer que f est convexe si et seulement si, pour tout couple (A4, B) d’éléments de ), ¢4 est convexe.

Q3. On suppose que f est de classe C! sur Q.

a) A et B sont deux éléments de 2. Montrer que @ap est dérivable sur [0, 1] et que pour tout élément t de [0, 1],

Wupt) =<V f(B+t(A-B)),A-B>=<V f(tA+(1—-t)B),A-B>.

b) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
i) f est convexe sur 2.
i) V(A, X) e 02, f(X) > f(A)+ <V f(A),X - A>.
i) V(X,Y) e Q% < VY)Y -X>2<VfX),Y -X>ou <VfY)-Vf(X),Y-X>2>0

c)jA est un point de Q. Montrer que si A est un point critique de f alors f admet en A un minimum global.

fa¥conoperun n .

Q1. Un minimum sur les fonctions numériques convexes d’une variable. Dans ce qui suit I est un intervalle non vide
de R.

Déf. 1| f est une application de I dans R. f est convexe sur [ si:

Y(a,b) € I, YA€ [0,1], fha+ (1 = X)b) < A fa)+ (1 —X) £(b).

Déf. 2| f est une application de I dans R. f est concave sur [ si:

Y(a,b) € I, YA € [0,1], A f(a) + (1 = A) F(B) < fF(Aa+ (1= \) b).

Prop. 1 Soit f est une application de I dans R.

f est concave sur [ si —f est convexe.

Dans la suite si f est une application de I dans R, Cy est la représentation graphique de f dans le plan P rapporté

au repere R = (0,1, )

Th. 1 | f est une application de I dans R.

f est convexe sur I si et seulement si pour tout couple (a,b) d’éléments de I tel que a < b:

F) - /(o)

vV € [a,b], f(z) < .

(z —a) + f(a).




JFC. $&

Cor. | Soit f une application de I dans R.

f est convexe sur I si et seulement si pour tout couple (A, B) d’éléments de Cy, tout point de C¢ d’abscisse
comprise entre celles de A et B est en dessous du segment [A4, B].

Autrement dit f est convexe si et seulement si sa courbe représentative est en dessous de toutes ses cordes.

Th. 2| f est une application de I dans R. On suppose que [ est dérivable sur I.

f est convexe sur I si et seulement si f' est croissante sur I.

Th. 3 | f est une application de I dans R. On suppose que f est dérivable sur I.

f est convexe sur [ si et seulement si Va € I, Vz € I, f'(a)(z — a) + f(a) < f(z).

Cor. | f est une application de I dans R. On suppose que f est dérivable sur I.

f est convexe sur [ si et seulement si Cy est au-dessus de toutes ses tangentes.

Th. 4 | f est une application de I dans R. On suppose que f est deux fois dérivable sur I.

f est convexe sur I si et seulement si f est positive sur 1.
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Exercice Troisiéme caractérisation des fonctions convexes.

Q est un ouvert convexe de R™ et f est une application de {2 dans R. SG\ da c%n ﬁ'—u L .

On pose:V(4,B) € 02, vVt € [0,1], pap(t) = f(B+t(A - B)).

On rappelle que f est convexe si et seulement si, pour tout couple (A4, B) d’éléments de ), pap est convexe.

Q1. Soit (4, B) deux points de Q. Montrer que @ 4p est deux fois dérivable sur [0, 1] et calculer sa dérivée seconde.

Q2. Montrer que f est convexe sur ! si et seulement si pour tout point A de ) les valeurs propres de la hessienne
V2f(A) de f en A sont positives ou nulles.
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Dans cet exercice on identifie les éléments de R™ et de M, 1(R).

A est une matrice symétrique dont les valeurs propres sont strictements positives. B est un élément de R™ et X est
I'unique élement de R™ tel que AXg = B. Pour tout élément X de R™ on pose:

1
f(X):EtXAX—tBX:% <AX, X >-<B X >

et on se propose d’étudier les extremums de f.
Q1. Montrer que si H est un élément non nul de R" :*HAH > 0 (on pourra utiliser une bon de vecteurs propres).
Q2. a) Montrer que f est de classe C? sur R™.

o f
Ox; 0z,

b) (4,7) € [1,n]” et X est un élément de R™. Calculer successivement f(X), g—f(X) et
Tq

(X).

Vérifier que Vf(X) = AX — B. Que dire de V2f(X)?
En déduire que f posséde un unique point critique X*.
Q2. Soit H un élément de R™. Développer f(X* + H) — f(X*).

En déduire que f posséde un minimum globale en X™*. Normal 7?7

PR i /s . o 8 g 6
@ ot (Xy K, A, e boe alhmowmee de T, 1105 cout Truk dle vecteniea

puopies de A aapecioo omad GMOU & w14

SoitKe N, (iRi. F(TN,.,06)¢ m“’;

“ m 3 o
A =L Cohke- 2 Godia;
cs &z
- w4k
VR 1Y 1D R “;,. .
Exhn=<ann r = i) = Loty

;™o N 4 L& o 44 ’Q
& KigRepory b | & & Une Hapre ok e -

% .
> o 51 : R P S % R G !gu‘ N ] .‘; Sy i)
WE Jind, d; >o. Ay ‘f%ﬁé:gmﬁu’t 20

(S |
Supparde HEly oo il
n, (Wj z
. 8 é
i a5 & T bl Mq . S o “?‘{w f. X i ‘:‘g y B .
MW J?Qf Uﬁg‘%»ﬁi @"QF 6. ((“ﬁ(*\; ;Z_ﬁ" g‘: ,;f} &(@ @;@ :% 6]
L 52

one Yac b, (01=( Dy, Gy by EXRK 7o

Caldabigad . VHER™(0,, ;, ErAn




% 2 - . e N ’ 5 ‘”E.A - . o . ; . o B W
it gﬁ"r x}“(iﬁliiiw—i €y - xaﬂ’ Va k%"f&:’...’,. \f" «-f’x .

> 7 B s F 2
3(‘1}(‘, . fﬁﬁﬂ 1 (Bx a;‘ z k:g{ - rﬁx . P@@V &: (bej,hi,-"/, 5& i

:{ﬁgs -2- G
e N

\‘M\ W

LR A EENTEL aiz - O Uge Ra®e er Rais 4 b Wa

g

ST Ty

W oxECIRY, 25 laa B
OE Oy

?{LM ‘Jﬁ%iw‘ii(%-“; e CiR, ﬁf gﬁl- g Ky € .

Lo K R W, ¢ = (G U

S 57, Tl e - o o B W ?\ﬁj‘ { 2 u By ?
Vﬁ; ‘Qﬁl v‘}i."/ ‘k i ‘t i? 7/ :mﬁmi'.“‘- \fvﬁ'; j @ % ‘é { } ? . e
BTN 57 i< A Rzl ev Cp U
i

&
1

K¢
| Uy K & RECH(SC
{ o i %#é‘ﬁ%?#{

Yoo &Koo L_‘un Kt 4 b ﬁi‘. Ky
"( i d=i
€él kgl

g Y A i ) w
g o] i o o ) AT
“p jfs».\(%ai u&?w‘_}_w?‘ ;€0 ;

. o
VE=(¥:, 6 ...,‘,%,“9 99 Gl éﬂt@ﬁe 4 5“. Q¢ €5 - @ Aed
L O €21 -
W A

7 r o7 N W J "o o
i que dec WA (e, TR 39 &)z Zage v %Z& ¢ B¢ = 21:'0; i,
1. %%, J ! i TG % é € %¢ ‘ i ¢ ‘a:ﬁ il



(K =R (X}

Qe ppekone Que VK ew”, iz ¢ 9

% VK;WWW,../ '&;é‘iga‘, ;; (KF‘ EQ** ? %

LS ;l

R T T O ST

W

N*“ % qx"(w”%" 3QHRM ﬂ’x 9 (}zadﬂ ?i %dzzaﬂw& bi/ / g@a!id"‘)h;

Eionw *\‘X?Ril Vé{m = b8

Joiri € J4,nQ,

Y Estn, b, w600, 23-(A) = . Tasg w; - bz

¢ UES)

YK<(y,, . w ) EiRY, el (Kj = Ui fote touk ] € Tiud
N " '
&%dw

5 4 g e ..
Vctd%,&i?iJ ?W.mﬁ X € NG, % Ay ﬁh@ .
S 3

ey

e DPERASTATTR
ey

Bewi VO Rz AL

dﬂ Vﬁﬁw (‘U’Y‘m de A )ﬂ—@%'dw ?@:T%@? A © m ‘Qq\' ‘mk‘&éﬁ% Vl&&:?@.
do A . At o oatide -

Veewt, f%\“‘“é’;{x}«; O AK-B -0 o AR B @y K:=AB .
Ao { %M«ﬁrmi\o&.iuﬁww SFue el 2 A*.H'G
Q2) Sait HERY [GA%i- {87 = 2 ‘CMuiAIRA ) - 18X -2 AR (87
?fx’miﬁix"%;lfk‘vm‘i %f314¢+i€unx*. *HAY- ‘BX' tgH - ‘fx Ax 1 fex”
i ’ e
7 ; ) v'\rﬁ 2 - i *":
{ (&t = AR +1CAT AHT 4 3CHARTS - 8,17 &M
@ A% AR (AN, KPD= CARIK oty X% fHAR® = mew = (H, 82

- =2 (Q3;
e J(K Y &‘ﬂ’ -‘WW + 2D+ tcH,BI- KB HP = ari 2 o \Q3

vy, ?m!ﬂ% ifﬁ‘ {@.M @ &% U w@a&mu

N
grysand -




fomonqua . - VXE iR", sz@ﬁ:.ﬁ o o sdos popu de A Y.~ o
(obicctonodt jpoitie . Aui {ebtaupe ow iR™

Keatolw de wolow e b’ ?uﬁ»\&‘@u& @‘ma@h T @@a‘* m’%\\ﬂ‘u de f , d&f



FONCTIONS HOTO ¢ ENES FNPY  pd

Q est un ouvert de R” tel ¢ que :

VX eQ, VAeR™, AX e Q.
Q1. a est un réel et f une application de 2 dans R a-homogéne, c’est 4 dire telle que :
VAeRY™, VX €Q, f(AX) = XA¥f(X).
Montrer que si f est de classe C! sur €, ces dérivées premiéres sont (v — 1)-homogenes sur Q.

Q2 2) (1) = s

existe un réel « tel que f soit a-homogene).

. Montrer que f est homogene sur un ouvert de R? que Pon précisera (f est homogéne s’il

b) ¢, a et b sont des réels strictement positifs. V(z,y) € (R**)?, f(x,y) = cz®®. Montrer que f est homogéne sur
'+, ~

Q3. a est un réel et f est de nouveau une application de © dans IR de classe CL.
a) Montrer que si f est a-homogéne sur Q :

VX = (131,132,“4,(/3”‘) €Q, Z Ty %(X) = of(X)
k=1

(on pourra considérer, pour X fixé, la fonction A — f(AX)).

b) On se propose de montrer la réciproque. Soit X un élément de §2.

Pour tout élément A de R** on pose (X)) = f(AX) — A f(X) et u(A) = p(M)A~2,

Montrer que pour tout réel A strictement positif 4'(A) = £ 4(A). En déduire que u’ est nulle sur R** puis qu’il en est
de méme pour u. Conclure.
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