Exercice n est un élément de [2,+ool. F = {(z1,22,...,%s) | 2? + 23+ -+ 22 < 1}.

VX = (21,29,..., YEF, F(X)=> wz;
i#]

13
QL. Repréciser la fonction f. Soit X = (z1,22,...,2,) un élément de F. Exprimer f{X) en fonction de Z zy et

k=1
n
s
k=1

Q2. Montrer que f posséde un maximum M et un minimum m.
Q3. Monitrer que M et m ne sont pas atteint en un point de Q = {(z1,22,...,2s) ER" | 22+ 22 + -+ 22 < 1}.
Q4. Montrer que m = —1.

Q5. Utiliser Cauchy-Schwarz pour prouver que M =n — 1.
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Exercice HEC 99

Si n est un élément de N*, f,, est Uapplication de [0, 1]” dans R définie par:

V(en, @z, o) € 0,17 f@1, 22,0 ,00) = (@1 + 22+t 2a) (1 —ad +/1— a3+ 4 VT— 2

Q1. n est élément de N*. Montrer que f, posséde un maximum M,

Q2. Calculer My et Ms.

Q3. Calculer M,, pour tout élément de N*.

Q4. n appartient & N* et V(21,29,...,25) € [-1, 1], F(z1,22,.%.,2n) = (&1 + 22+ -~ +:cn)<\/1 — 2l 1—2i+
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JF.C. p.ih

| Exercice I I ESCP 2001 1.23 | Une machine fonctionne avec deux combustibles, dont les quantités respectives

(positives ou nulles) sont exprimées en m?® et notées x et y. La puissance de la machine est :

kxy

Plew) = e e

ol k est un réel strictement positif.
i
0. Etudier sur R*, ¢ :t = ———z
Q1. Déterminer (z,y) pour que la puissance de la machine soit maximale.

Q2. Les combustibles valent tous deux a euros le m3. On se propose de déterminer (z,’y) pour que le rapport _______puiss&nce
soit maximal.
@) ely)
a) On pose:V(z,y) € (R*)%, g(z,y) = { Tty si (z,y) # (0,0)
0 si (.'E,y) = (0,0)

Montrer que g est continue.
b) Montrer que g est de classe C* sur Uouvert (R**)? et trouver Pensemble des points critiques de g sur cet ouvert.
c) Montrer que si z et y sont deux éléments de R* tels que Max(z,y) > 2 alors g(z,y) € ¢(1,1).

§) Résoudre le probleme posé.
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Exercice . On considére p points, A1, Ag, ..., A,, de U'espace rapporté & un repere orthonormé R. Pour tout 2
dans [1,p], on note (a;, bi, ¢;) les coordonnées de A; dans R.

Trouver le point M de I’espace qui rend minimum la somme des carrés des distances de ce point & Ay, Ay, ..., A,

(on pourra chercher ’ensemble des points critiques d’une fonction de plusieurs variables; on pourra aussi utiliser

(—a)? = (& —a)— (a: —a))*...).
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Exercice R = (0, i j) est un repere othonormal du plan P. Pour tout ¢ élément de [1,n], M; est le point de

coordonnées (z;,y;) dans R. On suppose que au moins deux de ces points n’ont pas la méme abscisse.

A est la droite de P d’ equatlon y = az + b dans R et pour tout 7 élément de [1,n], H; est le point de A d’abscisse z;.

Trouver a et b pour que Z (HyMy)? soit minimum (on pourra considérer f(a,b) Z (HyM3)? et on montrera

k=1 k=1
proprement que le probléme admet une solution et une seule).
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Exercice =~  ESCP1998
Q1. Soit n un entier supérieur ou égal a 1. On considére application f de R™ dans R définie par:
n k23 9
VX = (21,05, 2a) €B7, f(X) =Y a4 (123 m)
k=1 =
a) Montrer que f est de classe C! sur R et qu’elle posséde un unique point critique A = (a1, as, ..., an).
b) Soit H = (hy, he, ..., hy,) un élément de R™. Simplifier f(A + H) - f(4).

¢) Etudier les extremums de f.

Q2. La durée de vie d’une certaine catégorie d’ampoules électriques est supposée suivre une loi | exponentielle | de

paramétre inconnu «. Pour estimer « on considére un échantillon de N ampoules de cette catégorie, avec N > 2. On
met en marche, simultanément, au temps 0 ces N ampoules, et on note, pour ¢ € [1, N}, X; la variable aléatoire égale

4 la durée de vie de ’ampoule numéro 1.

On se donne un entier r compris entre 2 et NV, et on observe alors les r premiers arréts de fonctionnement. On note

pour tout ¢ dans [1,7], ¥; P’instant aléatoire du i*™® arrét observé. On a donc ¥; < Vo < --- < Y.

a) Exprimer Y; en fonction des X; et déterminer sa loi.

Onpose 7y =Y, etVie[2,r], Z;=Y; — Y.

On admet que Z1, Za, ..., Z, sont mutuellement indépendantes et que pour tout ¢ € [2,r], Z; suit une loi exponentielle
de paramétre (N — i+ 1)a.

b) On pose U = A\ Y7 + -+ -+ A Y,. Exprimer U comme combinaison linéaire de 71, ..., Z,.

Montrer qu'il existe un unique élément (A1, Az,..., A,) de R” tel que U ait la méme espérance que X et une variance

minimale.
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Exercice .

Dans la suite R? est muni de sa base canonique et de sa structure euclidienne canonique.

On pose Y(z,y,z) €R3, f(z,y,2) = (1 + 4y + 2yz + 222 + 32%) e~ (@ +y7+27)

0 2 1
Ql. A= (2 0 1) . Trouver une matrice P de M3(R) telle que:

113

‘PP=1I3et "PAP = ( 0
0

-2

O = O
= o o

|

Q2. Soit (z,y,2) un élément de R3. Trouver une base orthonrmale de R? telle que si (z’,y’, z') sont les coordonnées

de (z,y, z) dans cette base, alors:

flz,y,2) =(1— 22'? + % + 4z/2) (@Y7 +2"%)

Montrer que si r = [|(z,y, z)|] alors: (1 — 2r2)e‘r2 < fle,y,2) < (1 + 47’2)6_"2.

inégalités est une égalité.

Préciser dans quelles cas ['une des

Q3. Déduire de ce qui précéde que f posseéde un maximum et un minimum et préciser les points ou ils sont atteints.
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