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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans 'appréciation des
copies.

sont autorisées : régles graduées, tables de valeurs numériques sans formulaire,
calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et alphanumériques,
a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d’accompagnement et
de format maximum 21 cm de long X 15 cm de large, a raison d’une seule calculatrice
par candidat.

L’objet du probléme est I’étude de 'interpolation d’une fonction par des fonctions
trigonométriques.

Dans la premiére partie, on étudie une fonction numérique utilisée par la suite.

La deuxiéme partie (indépendante de la précédente) est destinée a établir des pro-
priétés d’une matrice qui permet d’obtenir les fonctions d’interpolation. ’

Enfin, dans la troisiéme partie, on teste la convergence du procédé d’interpolation
dans le cas particulier de la fonction constante et égale 1.

PARTIE 1
Soit f la fonction définie sur l'intervalle [O, g—} par les relations : .
1 cosa . T
f(m)_;—sinx 51x€]0, 5]
F0)=0

1. Montrer que la fonction f est continue sur [0, g—] )
2. Calculer f'(z) pour z > 0.
3. Montrer que la fonction f est de classe C* sur [0, —725] .

4. Etudier la variation de f et construire la courbe représentative de cette fonction.



PARTIE II

Soit Ap = (ai;) la matrice carrée d’ordre n, ot # > 2; dont I'élément a l'intersection
de la i®™¢ ligne et de la j'*™¢ colonne est défini par :

{a;,-:l si li—jl:l

Ainsi : :

0 1 0 -.... 0 0
1 0 1 --... 0 0
o1 0 - 0 0
0 0 1 ----- 0 0

An=L. . o
o 0 0 ... 1 0
0O 0 0 --.. 0 1
0 0 0 ... 1 0}

Dans cette partie, on se propose d’abord de diagonaliser la matrice A,, puis d’étudier
une matrice dont les colonnes sont des vecteurs propres de A,.
On identifie les matrices colonnes :

T
T2
X =

Zn

avec les vecteurs de IR" muni de sa base canonique.
En particulier, on identifie les matrices a une ligne et une colonne aux nombres réels.

Par exemple, on écrira :

tXY: tYX:iZ;y;

i=1

z1 n

z2 2
pour X=1 . et Y =

Tn Yn

ol X et 'Y désignent les matrices transposées de X et de Y.

1. Pour tout élément X de IR”, on pose :
Wm(X)= 'X A, X.

Calculer 4,, X et vérifier que :

. n—1

q,,(X) =2 22,' Ligl.

=1

2. Etude du cas particulier n = 2
a) Montrer que, pour tout élément X de IR? :
—tX X < g5(X) € X X.

b) Déterminer les valeurs propres et une base de vecteurs propres de Aj.
¢) Trouver les éléments X de IR? tels que |g2(X)| = *X X.



3. Enpcadrement ders valeurs propres de A,
a) Montrer que, pour tout élément X de R" :

n-1 n-1
=D (@ +al) <e(X)< Y (P +23)
i=1 i=1

b) En déduire que, pour tout élément X de R™ :
—2'X X <qu(X) < 2'X X

et que Pégalité {géX = 2 *X X équivaut & X= 0.

c) Soient A une valeur propre de A, et X un vecteur propre associé a A. Montrer
que :

wm(X)=2'X X.
En conclure que :
-2<A<2

4. Diagonalisation de la matrice A,
Pour tout élément A de l'intervalle ] — 2, 2], on note E) I’ensemble des suites réelles
(uk)en telles que, pour tout nombre entier naturel k :

Up42 = A Uy — Uk,

On pose A =2 cos ¢, ou t €]0, =[.
a) Soit (ur)yepn un élément de E». Exprimer u; en fonction de ug, ug, k et .

b) Soit F(n) le sous-espace vectoriel de Ej constitué des éléments (ug Jken de Ey
vérifiant la condition supplémentaire :

Ug = Up41 = 0.
nostrer que Fals) est un sous-cspace de £\ de dimension au plus .1
Déterminer, en discutant selon les valeurs de t, les éléments de F)(n).

L Y )
Pos prciscment, monkrer que

S (aele =0 Lnd: Falndz Vedk (0% kt)y, )
S¢ ete £0Tn) - G- 10g, 4 -

o

LY 14 -
¢) Soit A un nombre réel. Montrer que A est une valeur propre de A, et que le (Y ed‘pnc de Gaive
I l
z; Un peo plos propre
vecteur non nul X = . est un vecteur propre associé & A si et seulement si la

14
que l'enonc d

Zn

suite (uk), ¢ définie par les conditions o = 0, ux = 24 pour 1 <k < n, unyy =0 et
Untk+2 = Alnpkt1 — Ungk POUT tout entier k, appartient & Fy(n).

ou f, =

d) En conclure que les valeurs propres de A, sont les nombres réels A, = 2 cos 4,

g ,
1 et p entier tel que 1 < p < n. Montrer que les vecteurs :
§in209,,
sin 26,
Xp = .
sin né,

sont des vecteurs propres associés & ces valeurs propres.



5. Application

: On_applique les résultats précédents a I’étude de la matrice M, dont les colonnes
sont les vecteurs X,. '

a) Soient A et # des valeurs propres distinctes de A,, X et Y des vecteurs propres
associés respectivement & A et & u. Vérifier que :

MXY=ptXY.

En déduire que, pour tout couple (p, q) de nombres entiers naturels distincts compris
entre l et n:

n
> “(sin k 8,)(sin & 8,) = 0.
k=1

b) On considére le nombre complexe z = €2, Vérifier que :

n
E F =0
k=0
En déduire que :

n
D cos 2k 6, = -1.
. k=1
Montrer enfin que :

n+1

"Xp X, = 3

¢) Soit My, = (bx;) la matrice carrée d’ordre n telle que :

. k= . .
b = sin o) =sin k 0, =sin ! 6;.
En utilisant les résultats précédenis, montrer que M? = ay, I, ol I, est la matrice unité

d’ordre n et @, un nombre réel que I’on précisera. En déduire que la matrice M,, est
inversible et déterminer son inverse.

PARTIE II1
ax
A a2 i i éri définie
1. A tout élément A = de IR™ on associe la fonction numeérique g
Gn

sur IR par la relation :
n

g(t) = Eak sin kt.

k=1

a) On rappelle que, pour tout couple (a, b) de nombres réels :
2 sin a sin b = cos (a — b) — cos (a+b).

Pour tout couple (k, 1) de nombres entiers naturels, calculer lintégrale : ,

T
/ sin kt sin {t dt.
0

b) En déduire que :
x ) _ 1 2.
‘/; g (t) dt = 5 Z:lak

c) Calculer M, A. Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k<n:

2 n ..
= — 6.) sin k 6,.
ax n+1pz=:lg(p) r



b] ' a

b2 az
d) Soit B = . | un élément de IR". Montrer qu'’il existe un élément 4 =
by Qan
de IR" et un seul tel que, pour tout entier p avec 1 <p<n:
9(6p) =b,.

L’objet des questions suivantes est d’étudier Punique fonction g, telle que, pour tout
entier p compris entre 1 et n :

gn (gp) =1
On écrira :

gn(t) = iak(n) sin kt.
k=1

2. Etude des coefficients a; (n)
a) Montrer ai(n) = 0 si I'entier k est pair, et que :

kx
as(m) = 2 o+ 1)
B s eF1 . kx

sin _2(n )

-

si k est impair. (On pourra s’inspirer de la méthode employée dans la question II 5 b).)

AJ
b) Grace aux résultats de la premiere partie, en déduire que, pour tout entier impair
ktlque0<k<n : -
4

4
< — - e
» O—kﬁ ak(n)‘(n-{-l)ﬂ
¢) Soit k un nombre entier naturel (pair ou impair). Déterminer :

Br= lim  ag(n).

n =— 4o

3. Pour tout nombre réel ¢, on pose :
n
hn(t) =" By sin kt.
k=1

a) En utilisant les résultats des questions 1 b) et 2 b), montrer que :

lim / [gn(t) = Bn()]? dt = 0.

n -~ 400

b) On admet que :
2 I 1
Tl
Prouver que : .

. ¥ 2 _
. lim /0 [1—hs(t)] dt =0.

N — 400

¢) En déduire la limite lorsque n tend vers +oo de lintégrale :

Jn = /, [1-g.(2))? -dt.



