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CHAMBRE DE COMMERCE ET D’INDUSTRIE DE PARIS
DIRECTION DE PENSEIGNEMENT
Direction des Admissions et Concours

Ecole des Hautes Etudes Commerciales
CONCOURS D’ADMISSION DE 1991
Mathématiques |

OPTION GENERALE

Mardi 14 mai 1991, de 8 h. a 12 h.

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation
des copies. :

sont autorisées : régles graduées, tables de valeurs numériques sans formulaire,
calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et
alphanumeériques, a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document
d’accompagnement et de format maximum 21 cm de long X 15 cm de large.

LIMINAIRE

Soit ¢ un nombre réel strictement supérieur & —1. Pour tout nombre réel strictement positif z, établir la
convergence de U'intégrale :

+00 5
/ £ et /2
T

+co .
/ e t/2 dt
0

puis celle de 'intégrale :

L'objet de la partie I est ’étude de la fonction f, définie sur [0, +oo[ par la relation :

+o0 2
fo(2) :/ et /2 ¢

L’objet de la partie Il est ’étude d’une méthode de calcul de valeurs approchées de la fonction ¢ définie
pour a > —1 par la relation :

+o0 N
wla) = f.(0) :/ et /2t
0

1



PARTIE 1

1.
a)
b)

Cas particulier a = 0

Montrer que la fonction fy est en fait définie sur IR.

1 .
Interpréter la fonction Wor fo en termes de probabilités.
2T

En déduire la valeur de f3(0), ainsi que les limites de fy en +00 et en —oo.

2.

a)

Propriétés générales de f,

Montrer que la fonction f, est de classe C* sur l'intervalle )0, +ool.

Calculer les dérivées premiere et seconde de f,.

b)
c)

3.

a)
b)

Déterminer le sens de variation de f, sur |0, +ool.
Etudier la limite de fo €n +o00.

Etude du cas a > 0
Montrer que f, est de classe C1 sur [0, +oc[. Calculer f.(0).
Etudier la variation de la fonction fh.

Donner Vallure de la courbe représentative de f,.

Etude du cas —1<a <0

Montrer que la fonction f, est continue sur [0, +oo[. Cette fonction est-elle dérivable en 0 7

Montrer que la fonction f, est convexe.

Donner Tallure de la courbe représentative de f,.

Etude de f, au voisinage de +oo (a > —1)

A Paide d’une intégration par parties, montrer que, pour tout nombre réel strictement positif z :

2 +OO 2
fa@) =2t e ™2 4 (a—1) / 12 e~ /2 gt

T

cette dernire intégrale étant convergente.

b)

En déduire le signe de :

fulz) — 2ol e~x2/2

selon les valeurs de a.

c)

(On pourra utiliser la décroissance de la fonction ¢ —

d)

Etablir que pour z > 0 et pour a > —1 :

la — 1]

e ~1
falz) =2t e 7| < 5 falz)
s sur lintervalle [z, +oo[.)

En déduire qu’'au voisinage de 400 :

falo) ~ 207t &= /2

Application

+o0 -
Etablir la convergence de Pintégrale / folz) dx.
0



A T’aide d’une intégration par partie, justifier 'égalité :
+oo
fun0)= [ fale) do
0

e) Déduire également de la question ¢) quesi ~1 <a<letx >0 :

(1) ¥fa(w) el efm2/2‘ < 9 g3 e—x2/2

PARTIE II

Pour tout nombre réel a > —1, on pose :
+0o0 s
wla) :/ 1 e”t/2 dt
0

Pour tout nombre réel strictement positif z, on écrit ¢(a) sous la forme :

wla) =ga(x) + folz)  avec  go(z) = /(..)Z 2 o—t7/2 g4

1. Relation fonctionnelle vérifiée par ¢
a) Etablir l'égalité :

(2) pla+2)=(a+1) p(a)

b) Pour tout nombre entier naturel n, exprimer ¢(a + 2 n) en fonction de <p( ). Calculer ©(0) et ¢(1).
En déduire la valeur de ¢(n) pour tout nombre entier naturel n.

2. Développement en série de g,(z)

Pour tout nombre entier naturel n et pour tout nombre réel ¢ positif ou nul, on pose :

t2k+a

Sa®) =3 (-1)* 555

k=0

a) Ecrire la formule de Taylor avec reste intégral pour la fonction u — e

: 2

sur Pintervalle [0, 5] a
l'ordre n, ou n € IN. - )

En déduire le signe de t® e — Sn(t) selon les valeurs de n. En conclure que, pour tout nombre réel

strictement positif ¢ et pour tout couple (p, q) de nombres entiers naturels :

—t%/2

Sapra(t) < 1% €712 < 85y (1)
b) Montrer alors que, pour tout nombre entier naturel non nul n :

t2n+a

a e—tg/a'z _ Sn'(t) <

AR R

(On distinguera deux cas suivant la parité de n.)




¢) En conclure que, pour tout nombre entier naturel n et pour tout nombre réel strictement positif z :

! n p2hta+l p2ntat

o(2) — —1)* <
®) 9a(2) kZ:O( R TR et ST T @niatl)
Justifier écriture :
+oo 2k+atl
4 ) =S (1) z
) 9a(@) kZ:O( Ol NN Cy r——

3. Méthode d’approximation de p(a)
On suppose désormais que —1 < a < 1. (On remarque que, grace & ’égalité (2), on peut toujours se
ramener & ce cas.)
On écrit :
~ p(a) :'gav(x) + fu(®)
Gréce & linégalité (1), on choisit une valeur de x pour laquelle f () est suffisamment petit. Le nombre
étant ainsi fixé, on approche g,(z) par une somme partielle de la série (4) :

n 2k
— a1 _1\k z
sn(z) =2 kZ:O( VU T htar D

a) Déterminer le plus petit des nombres entiers naturels p tels que, pour tout élément a de | —1, 1] :

2 pa-3 e—p2/2 S 10—5

b) En utilisant I'inégalité (1), montrer que pour & = 5 et pour tout élément a de | — 1, 1] :

falz) — 20t e 2 <107
¢) Oun prend donc désormais 7 = 5.‘\Pour a €] — 1, 1] et pour tout nombre entier naturel k, on pose :
52k
Tkl (2k+a+t])

Exprimer ug4q en fonction de k et'de ug. Mettre en place un algorithme de calcul de u,, pour des valeurs
données de n et de a.

Uk

d) Gréce a'inégalité (3), déterminer un nombre entier naturel n tel que, pour tout élément a de ]—1, 1] :

192(5) — s,(5)] <107°

e) La méthode proposée permet-elle, avec les choix effectués pour z et n, d’obtenir des valeurs approchées
de ¢(a) & 2 x 1075 pres lorsque a est donné dans lintervalle ] — 1, 1] ?
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En TY,

program hec91d;

uses crt;
var p,x,K:integer;a,Epsilon,u,s:real;

begin

{clrscr;)

write(’Donnez a. a=’); readln(a); .

write(’/Précision de 10 puissance -p.Donnez p. p=’);i;readln(p);
Epsilon:=exp(-p*1n(10))/2;

X-_l,
while 2*exp((a- 3)*1In(x)-x*x/2)>Epsilon do Xe=x+1;
writeln;write(’x vaut ‘,x):

u:=exp((a+l)*ln(x))/(a+1) sSt=u;k:=0;
while abs(u)>Epsilon do

begin
k:=k+l;u:=—u*x*x/2/k*(1-2/(k+k+a+1));s:=s+u;
end; -

writeln(’. On a calculé s(’,k rY.!')iwriteln;

wr1te(s+exp((a 1)*In(x) x*x/2), est une valeur approchée ’);
wrételn(’de $(’,a:1:0,’) a ,2*¥Epsilon,’ preés’);
en

Donnez a. a=1
Précision de 10 puissance -p.Donnez p. p=6

X vaut 5. On a calculé s(44).

1.0000001085E+00 est une valeur approchée de (1) &4 1.0000000000E-06 preés

Donnez a. a=1
Précision de 10 puissance -p.Donnez p. p=8

X vaut 6. On a calculé s(63).

=

1.0000119550E+00 est une valeur approchée de (1) &8 1.0000000000E-08 preés

Donnez a. a=1
Précision de 10 puissance =-p.Donnez p. p=10

x vaut 7. On a calculé s(84).

1.0072927043E+00 est une valeur approchée de (1) a 1.0000000000E-10 pres

Donnez a. a=0
Précision de 10 puissance -p.Donnez p. p=5

X vaut 5. On a calculé s(41).

1.2533137864E+00 est une valeur approchée de $(0) & 1.0000000000E-05 prés

Donnez a. a=0
Précision de 10 puissance -p.Donnez p. p=6

X vaut 5. On a calculé s(42).

1.2533142785E+00 est une valeur approchée de &(0) a2 1.0000000000E-06 prés



LES ¢dsultalts en TOV

P@atadion naﬁo.h ARy ab&umue :

Donnez la valeur de a. a=1 Donnez la valeur de a. a=0
P X n Valeur approchée P X n Valeur approchée
3 4 26 1.00004964600 3 4 25 1.25327469450
4 4 28 1.00000370510 4 4 27 1.25331510500
5 &5 42 1.00000060750 5 5 41 1.25331378640
6 5 44 1.00000010850 6 5 42 1.25331427850
7 6 61 1.00001195060 7 6 59 1.25331406840
; 8 6 63 1.00001195500 8 6 61 1.25331407720
9 7 83 1.00729270430 9 6 63 1.25331407790
10 7 84 1.00729270430 10 7 83 1.25399923320
11 7 86 1.00729270430 11 7 85 1.25399923320
12 8 109 1.36903966960 12 7 86 1.25399923320
. L JR-1sa |
N ranyforme:J.  —— L% -
Teiye L4140 E{t¥TY
Donnez la valeur de a. a=1 Donnez la valeur de a. a=0
p X n Valeur approchée p X n Valeur approchée
3 4 26 1.00004964580 3 4 25 1.25327469440
4 4 28 1.00000370490 4 4 27 1.25331510490 _
5 5 42 1.00000056060 5 5 41 1.25331377730
6 5 44 1.00000006160 6 5 42 1.25331426950
7 6 61 1.00000942800 7 6 59 1.25331726370
8 6 63 1.00000943240 8 6 61 1.25331727250
9 7 83 1.00594676300 9 6 63 1.25331727320
10 7 84 1.00594676300 10 7 83 1.25305127980
11 7 86 1.00594676300 11 7 85 1.25305127980
12 8 109 —0.51829;8204; 12 7 86 1.25305127980
{4041 .
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program hec9la;

uses crt;
var n,k:integer;a,u:real:

begin
clrscr;

write(’Donnez a. a=’);readln(a);
write(’Donnez n. n=’);readln(n);

u:=1/(a+1);
for k:=0 to n-1 do
begin
car=url2.5/(k+1)*(1-2/(k+k+3+a) ) ;
end;
writeln;

writeln(’u(’,n,’)=',u);
end.



