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Notations -

Dans tout le probléme, n de51gne un entier supeneur ou egal a2,

Toutes les variables aléatoires, considérées dans chaque partie de ce probléme, sont des variables aléatoires définies
sur un méme espace de probabilité (£2,4,P).-

X étant une variable aléatoire admettant des moments d’ordre 1 et 2, E(X) désigne I’espérance de X, V(X) sa variance.

Tous les couples (X,Y) de variables aléatoires 4 densité considérés dans ce probléme sont tels que X et ¥ admettent

,des moments d’ordre 1 et 2 et le produit XY est une variable aléatoire 4 densité admettant un moment d’ordre 1. On
deﬁmt alors la covariance de X et Y par: -

cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)
et on admet que cette covariance vérifie les propriétés suivantes :
1) cofaX + BY,Z) = acof X, Z) + BeoY, Z)
2 ol X,7) = con(t, X) ‘
3) |cov(X,Y)| < (X)W (Y)
4) si X et Y sont indépendantes, alors cov(X,Y) =0
oll « et fsont des réels, X, Y et Z des variables aléatoires a densité.

Ces propriétés ne doivent pas &tre démontrées.
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Un gestionnaire investit un capital parmi n actifs, notés A, , A, , .., A, (par exemple des actions), disponibles sur le
Marché Boursier. Les rendements 4 un an de ces actifs, exprimés en pourcentage , sont des variables aléatoires R, , R,
., R, admettant des moments d’ordre 1 et 2. Par exemple, si ’actif A, a rapporté 6%, R, prend la valeur 6.

Le gestionnaire constitue un portefeuille, c’est-a-dire un n-uplet (x,,xz,. .,x,l) tel que, pour tout / de {1,..,n}, x; est un

n N
réel positif ou nul et tel que :Zx,- =1. Chaque coefficient x; représente la proportion du capital investie dans I’actif
i=1
A; . Par exemple, si n vaut 3 et si le gestionnaire investit un quart du capital dans P’actif A, la moitié du capital dans

Pactif A, et le quart du capital dans I’actif A; , le portefenille vaut G: %,%) .

Si (xl,xz, . ,x,,) est un portefenille donné, le rendement (en pourcentage) de ce portefeuille est la variable aléatoire :

R= ix,.R,- .
i=1

Notre gestionnaire prudent désire minimiser les risques et recherche pour cela les portefeuilles dont le rendement R est
de variance minimale, sous certaines hypothéses.

Préliminaire

On consideére le portefeuille : 0 = (x] yeor x,,) et son rendement : R = Zx,-R,. . On rappelle que la variance de R est :

i-1
—_—ifo +2 Zxx cov( )
i=1

ISi<j<n

1) On suppose, dans un programme Pascal, avoir défini :
Constn = 5;
Type Tab = Array[l..n] of real;
var A: Array[l1..n,1..n] of real;

ou Ali,j] représente cov(R,-,Rj).

Ecrire une fonction V de type real de paramétre le portefeuille Q de type Tab qui renvoie la valeur de V(R) .

n
2) On considére ’ensemble : H = { (%1,....%,) € (RD”, Zx,. =1 } On admet que H est fermé.
i=1 _

On définit sur R", la fonction F': F x,, 0X Zx V + 2 Zx X; cov( )
I<i<jsn
Montrer que F admet un minimum sur .

La suite du probléme consiste 4 déterminer ce minimum et les points de A ot ce minimum est atteint, pour répondre
ainsi 4 la demande du gestionnaire prudent.
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Partie 1

Dans cette partie, I’entier n vaut 2 et les rendements des actifs A, et A, sont notés respectivement X et Y.
On suppose : V(X)) = 12, K(¥) =3, cov(X,Y) = ¢, ou ¢ est un réel donné.’

Pour un réel a de [0,1], on considére le portefeuille (a,l - a) dont le rendement est la variable aléatoire :
R=aX +(-a)Y.

1) Montrer que 'ona:| c|<6.

2) a) Montrer que 'ona: V(R)=(15~2c)a® +2(c~3)a +3.
b) On définit sur R la fonction frpar:  h(x)=(15-2c)x* +2(c - 3)x + 3. Etudier les variations de 4 sur [0,1],
en distinguant les deux cas: c e [—6, 3 [ et ¢ 6[3, 6]. Montrer qu’il existe un unique portcfeu’ille dont le rendemerit est

de variance minimale. On déterminera ce portefeuille en fonction de ¢ ..

3) a) Onsuppose: ¢c=-6. . .
Déterminer le portefeuille dont le rendement R est de variance minimale et cette variance minimale, Que peut-on dire
de la variable aléatoire R dans ce cas?

b) On suppose que les variables X et ¥ sont indépendantes. Montrer que (—;—,9 est le portefeuille de rendement Vcie

variance minimale.

4) On suppose dans cette question que X et ¥ sont des variables gaussiennes indépendantes, X de moyenne égale 3 6 ot
de variance ¢gale 4 12, Y de moyenne égale 4 3 et de variance égale a 3.

Soit R le rendement du portefeuille G%) . Quelle est la loi de R ? Calculer la probabilité que R soit supérieur ou égal

a 4. (On donne : @(ﬁ) =0,60, ou @ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite).

5) On suppose dans cette question que les variables a densité X et ¥ sont indépendantes. On suppose de plus que X
suit la loi uniforme sur [0, 12] et que ¥ suit la loi uniforme sur [0,6].

a) Donner les valeurs des espérances de ces variables et vérifier : X) =12, (Y) = 3.
b) Déterminer la loi de la variable 47, puis la densité de la variable X + 4Y, Tracer le graphe de cette densité,

¢) Soit R le rendement du portefeuille G,%) . Calculer la probabilité que R soit supérieur ou égal a 4.

Partie 2

Dans cette partie, n vaut 3 et les rendements des actifs A, , A, et A; sont notés respectivement X, Y et Z.
On suppose de plus : V(X)=2, V(Y)=V(Z)=6, cov(X, Y)=-1 cov(X,Z)=2, covl,Z)=1.
On consideére le portefeuille (x, y,z) dont le rendement est la variable : R = xX + y¥ + 27 .

La fonction /', I’ensemble X et I’ensemble K, sont définis comme suit : 2| 3 j
pourtout(x,y) de RZ’ f(x’y)=4x2+10y2+4xy—8x—-10y+6, J K°={(‘f‘j)etk u7013>°[‘t*%<

K={@»e®, x+y<1}, K ={(x)y) e R, x+y<1}.On admet que Ko est ouvert.
1) Montrer que Ie probléme du gestionnaire revient & déterminer le minimum de JSsur K. Dessiner le domaine X,

2) a) Montrer que f'admet un minimum local sur R* atteint au point (xo,) que I’on déterminera.
b) En déduire que fn’admet pas de minimum sur K.

3) a)Onpose: K; ={ (0,).y glol]} K={(x0xe[o]} K={(x1-2)xefo1])}.
Déterminer les minimums de f/ réspectivement surk;, K, etk;.
b) En déduire 1’unique portefeuille dont le rendement est de variance minimale.
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Partie 3

Dans cette partié, n vaut 3 et lés rendem;:ﬁt's:;ies actifé A, , A; et A; sont notés reépectivementX, Y etZ.
1) On suppose : V(X) = M(¥) = Z) = 1, cov(X,n = cov(X,Z) = cov(¥,Z) = c, ol ¢ est un réel donné,
a) Calouler V(X +Y + Z). Montrer que 'ona: ¢ e[—%,l] .
b) On suppose : ¢ # 1. On considére un portefeuille (x,y,z) de rendement R.
Montrer que ’on a : V(R)=(1- c)[(x - %)2 + (y - %)2 + (z - %j2:| +.l +32c .

Déterminer le portefeuille dont le rendement est de variance nﬁnimale.

2) Soit 4, B, C des variables aléatoires indépendantes & valéurs dans N* suivant toutes la loi géométrique de
k
paramétre —21- ; on a donc : pour tout k de N* , P(A =k) =P(B=k)=P(C=k)= (%) .

X=B+C
On suppose que les variables X, Y et Z vérifient: ¥ =A4+C+1
o \z=4+B+2
a) Déterminer les espérances, variances et covariances des variables X, Y et Z.

b) Montrer que le portefeuille de rendement de variance minimale est (% %,—3 .

¢) Déterminer la loi de A+B+C., En déduire la probabilité que le rendement R du ponefeullle ci-dessus soit
supérieur ou-égal & 5.

Partie 4

Dans cette partie, 7 est un entier supérieur ou égal a 2,
On note M la matrice de covariance de R, .., R,, , matrice carrée d’ordre n dont le coefficient de la hgne ictdela

colonne ; est égal 3 a cov (R, R )
On note M,,, (R) I’espace vectoriel des matrices réelles ayant » lignes et 1 colonne.

X

X n
1) On considére un élément de M, (R): U =| | et la variable aléatoire : T = Z xR, .
' i=

Xn

Vérifier que 'on a : ¥(T) = 'UM U, od U désigne la transposée de U.

2) a) Montrer que M est diagonalisable, :
b) A I’aide du 1), montrer que les valeurs propres de A sont positives ou nulles.

3) On supposeM inversible. Pour tout (UW) de (M, (R) )*, on pose (o(U W) tUMw

a) Montrer : si ‘UM U= 0, alors U= 0. :
b) Montrer que ¢ est un produit scalaire. On note N la norme associée a ce prodult scalaire.

c) Iviontrer : pour tout (U, W) de (M, (R) )? ,[N(U Z W)] = %[(N(U))2 + (N(W))Z] - [N(#)T .

d) En déduire "unicité du portefeuille dont le rendement est de variance minimale (I’ exxstence ayant été montree
dans le préliminaire).
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program variance;

congt n=5;
type Tab=array[l..n] of real;

var A:array[l..n,1l..n] of real;
function v(Q:tab) :real;
var i,j:integer;t,s:real;

begin
s:=0;
for i:=1 to n do

begin
t:=0;
for j:=i+1 to n do t:=t+Q] ]*A[l Jjl;
S:=8+Q[i]* (Q[i]*A[41, 1] +t+t
end;
V:=8;
end;

begin
end.

) Crosoue que. F et we fadonpdniniale. doc e Fer @
R e pun i

Mmpm&e{ G&aa %w_ el

&é%w POUA CLO.Qline

dolt Q= (w0000 %&a@:ﬁ& W,

Vi€ Dowg, R S Z“&‘,gﬁ Bac ¥j€ Oa,% B, a5l g

Cet

 Uae, wz0, e 0

Aol Mop \XGIgd W Pl &9
18w

l{i%&w}t LY ey %’E




¢

dac VQEHR, WQU, $4. Ha\'d&neakuﬁmmbm&&.«u/e de.
. ofthe O drde g 4 (At & W Ng) doe Bl bowd .
Fortadtne S &.M’ bowed B doe ¥ ponEde Un i pun H .

m.- Gﬁ‘u&mmw h&\&mé Mmm%m.*e\uz :

Rz RIOR' oF A= 40y, u, - 0) €R Y T oxe24)

Wy e&m&mﬁ can @' ef & podukrde w &Qméo &, IR IRy &F w fone de R) .
W e&m@mﬁ de R™ comne \Emm?. \étipnqu; q\& W lof ae IR g
Qhﬂ‘*m Condron ue s (g, Ry U] = g;kc-'l de R dawy K .
\\e&uﬁm@mé Lowne. By e Oe ey &wf “

PARTIE 4

@ Nous paour quie : \CK )| € VVCRIVLY); amd = 16 (343 V36-¢.

IClg6.

QD) 3 VI VOK4 (-0)7) = Vex)+ ¥ -av) + 2w, t-a)¥)
= QWAL+ (-0l VOY) 4 2ata-6) Couga,y)

= 4265+ 3(s-tasal) + Qa-tat) e

= (45-2c)ab + L (e-3)a 43

| Dic ViR)- (35-ic)al + 2ec-3)as 3.

\

b {&\‘d&\bu\k;\m @\ o ¥xe (o3, 8o = 2352002 + 2 (c-3) e

Ve € a3, hlel- z(:s-tc)[a- 3_‘“;6—_-} (45-2¢>0 ¢ € € i’-c,c]).
5-4¢

. celsel, g;ci £0 doae ¥e€lond, Yo d &'(d 0.
; &<
LTl o Resulle due que.

L adud” Poun miam Leoe 3 O e mliuun ﬁ"&lﬁ&\'&*&m&(&«h .

of5%g,. ceTe3l. 3-C oo o 4. 3:-¢ o 3t-¢ >0 .
—— 4 5-de 15-¢8¢ 15 -4¢

Rw‘( B.L EJO"E;
45.-L¢C




Va:GCo,c(( Lo <°/ Clttzo, e€do,d bei>0 ... past of = = !
habplaidot ddosiade mue T00d &y idodt ol pue €447
m““ " Wd& ‘m"“““"“‘“" 7 d’&’*"«wm‘\u q‘\'cﬁkuﬁ'*u o o,

%“&M“%m a.m ; owl Wi (15 ¢c)(:"' )@t(cs)(:;c)‘r 3«-?;5_}&_.
<

\QWQ&W e h ot uun i, oiTER o W tesd pcmj'ch Co,i'}
Ce ponk o - W C€C630 oreolvque ce (343,

iS-Lc
RemouQuon” Ao que. VCR)= hea). Ay N e

Aoue hukdﬁ el de Voniomce. m&v’nok |
{mque e appatiad & G6)¢ upnkwﬁg' ,3~-3-:-5) :

:u i 15-¢¢

of%qrm. c Qﬂm&&&m (el «y E: (0,a) «

bl walgue

15 - LGG)

\I(M_o dac R &\“M\)&L&M th'ouc G\uo.m. &ﬁmm_ .

b AV ad Bodpaddite dow ez COMAY)= 0. Amee 3-C . "é‘ o
15-2c

a. de o b, 36t dr L,

18-2¢ S 15.9¢ S

_( 3\. , % } et-Ce PQ}MQ e Lou doasy o vos ace uiniede Rovqua. Aek7odh & de pe. dake,.

Xo 8(6 152 dac ix c;,f(%.v'g‘)

Yo #0,15) dec £76 Jf’( )
xd)’d‘aﬂ*m&q}&&ﬂ%‘ g—kd‘%y Qg/a&l'm. Lo cony doune o



g
- Bac ng(%,@).
Rl e Uk wowole. de paame ey 2. f;

Q- \® y- 4%
R%4) & 8- pARCUW = 3~ p( ——= T )= 1. _*!.‘.._‘)1 = \v3.0
Pk = 5 W & ¢ V‘il ‘f(iuu ‘P(Tl's) 3- 06
s s

bac pRa4l » 00

Q) E(K)= 1%'2:6(’}&(7':&9—.3° .
A ’Oﬁtfq&lg

Pme ¥EEW, ucel. ‘M t¢lon] & g
A€ foudd AR AT

G Gy, vhe Fune dowle de K (w).7).
e te
J uwde (o ttacdr ) wate & vash o
n-% ‘&
e g q W o +en )
jettumdl- :i!i [3‘« _]0 = 4%. A Jﬂ;‘mta&\‘?m*e duast ¢3

X poneda. dec un e &' adie o q.u.q.&" \m&; &¥ .
K pnida 0D 0w we tas e C‘,m vold  Vox) = ecet) ant=43- 64 Y .
Crwmodie do touwRne ’Mm.iie_(‘sm. \ 184 e,oa*.: & voot 3 -

V(x]< 1L Y V() . 3.
Gt &" V(Rh@fﬁ_ﬁ..

" e, .. & XQ«.((‘,E}) P el ~
(!G.") el W Soude de &Y
© M £ ¢ 0,8

\_\ O el e, A0l oo ¥ Ao [ :h——s.z!.;w

H o, . . ‘ . N . ( .

66 *

Auai  VeelR, i) | ° A tglo,ugd . *‘C"WM%‘*‘ Y & W((o,el).
- ACe€ (o]




'3 Y

 webue douile’ do X, v Hue il do e & Koy B Godpadfle (oo nd
Yb.)@') W : tu—»_j um Vo dF af dow wg doule’de A+4y.

x-12 .
Pou Veewr, wmg‘[awwu-udkz _L ;t d’(x-wd"z = J"‘ﬁ""‘b".’;‘,ﬁ"ﬂ’d&
a:t-t‘ & | B2

X

N € ~%, V) LY = Q.

€ 3~ 0[ ulwll’&go
-

Vt€£6,'i.b] 4 w(l\'".j ,;l,dé R.

Ve e (32, wJ ‘”(““—-J u‘ %

A §
V. € [U!,&G] , W(rj - .‘,;; z.:‘d,%_ - 36-»
) 4.3 4

- &
Y€ 3¢, +a T, wiie) - ‘..é J © dy o

r oM k€ J-w,0 (0]l ou mnE I, 0V L36,14(

Ve €W Wew) =4 m M x€ Lol
]

pt ce Ceiy]

36* e € C2y,36]
- .183 r




| P 6

Jé
&) HRZW= p( 2k iv?ﬂ) e Ype0) _jmu(“‘- -j n\- + TY_J Ce-e)dk
24
(T PXT] | 0“‘*"’] ¥ ) ) n." v s
}'E(L‘(-lti&‘a r Lb z*gs l';'é-'fw‘::«iz

5
(UP AT E TY UL

PRARTIE 2

ViRy = \Ihcxh\ltg-/)t\l( (1-eyl2) 4 lew (%x,47) +Uas(x X, G-y 121e Leas(y, @-e-g)2)
vy - x‘vum\‘tvm i-(i-x~3i"vcza+ ,tuaw(x,vh Lela-wey) couen 2)d Wy -ep a(y, )
ViRy: et e 63‘-» 6 (4-e-41€ ¢ Loy (3] + Lrl3-v-y )2l +Ly(3-+y) (1)

ViRI: (DL &63 +6f6v."+63 -\lh.Jlai- MQ& -fka Hin- 'm_" %Qag(_g Lua LS
VIR)- 4rtato '*-H-ﬂc%—'St Toy+ 6

VN\ ‘tl‘r‘!o '~+ brew-Be-10 ~  = 3(‘%5?

RRTTV.N ?s&mw\mm& \I(mwg‘ir;&l @M xm awj‘gzm é"us-%m .iced"

Bowse & wiviu do V(‘RK!’%?# (1e-y)2) = §uy) pewn wzo, 420, d-wyzo0,
et e Pot (wy) eK .
H\;u; h‘n&&&tmwﬁw@g wiEk o ﬂé\%&&. qu&u;umd&pm)(.

&

D\ tedfrarte topie o puol™ Ron Ltug) e (RY ) Ireg<a)
Ko o dlore Uidein de K.

N0 teacque K= KoUK 0K, UKy

K

@ o {eXu Jondilon \&.‘n%tohm ms e de Qame 8* nu IRE
V(x.glel!", ﬁ.(u.a)z Tx + lcgﬁi' & .a'!.ii\(t.ahtog +hkr.3d0.



A D Modit i anisime pue 5 rt 03

. 30&(& 3)6!! ﬁ(u,cﬁ:%(\cs\ _oﬁiéxwx -8z0 il«-a:l. < )33“ @i"‘:i&
. H

203 Ke-10 =0 e g.log =9

" I, s . .
L TTYYY ( ..g., é) e € Wnigpue pou"u&utm de & .
fubae dome 8°me RE o Viwy) €1RY, :?fﬁ..u,ﬁ) =&, Q'%-(v.g‘) do o 5:1:&0,3):#
ot}

Cour r- U-L-—.s),b 5;%-( Jd b= B_i%:.(.ﬁ-,s;).
At = 46-Budo <o . {odBu ephumum focad b (£.7) qu atu

WA wmialuim- €04 €z ¥ >0

Condauion .. £ 0 0aBr G wtauwn Rocal &Mpoﬂ" L2,

=).
.3

MM(‘«\»_L_.- Ra' "aé&u" m&u{\*d‘ww&&w %9.&0& {
Vpremt, f(2+x, 2ep)- {(2]) :---:lu("uo(x‘wuqs: l.(-h.,?;)"* 9"1&’»0

& tiles ot auni &m‘\’%&e whon mumoguol Que §e¥couepa pun ir ¢
{ntvt g 0. -subouk pont) .

& &“Mwm%&m pe Ko q»w? et T odug- ghd&m'uﬂ'cﬂtw Qi
m&\&u Kg m..kpw&'w'@ M&g (s'__) Q»'-\*i\ea*por
o de. Ko (" 31.:%>1.

" § ' odmatpon O Mirdium s Ko

mlm

z
G3al = 'V&G(oeﬁl/ $Coy)= ‘103“. 303*6 = doty-+) +

WET0-13 fog) > = b, )

4

&

{ wdnid} 3 o mtdiun pu Ky @ mindous et attend o (o, 2)-

P e
[ —e—— i

H V€0, §x0)= 4x"-Bx + 6= tmz-:x) r 2,
V€l 13- {1 §,4t40) 7 2 = {(3,0).

Jodd 2 qounmiimun s Ko + G matha v ot altad 8. (4,0).
Y
3 Vx:G(‘o,r], &&n, 3-2)z 422430 (-0 4 4 (3-0)T0 (41) 4 6 zweez A0eZIU 46




3 4

L
Nk€ (0,13, LR EET S THEY SR T YE 3 ?‘) 4"“
30

Vee Gud- L), §0a-)=do(e E)tasty gL- 00F 5 3) 0t

30 / A¢ .:lo
g &M— “ pwmmmm,}t«k; w. mmu\w& at ({ﬁa‘g'% ( Y ;.3; )
b) éb’&'@ Gy e eyl > Veex +9Y432) udmiTh G et Ueatn, M

al(“e‘m)e w3\ eyt =3{ dac g: e,y Ve Kty Y+ (J-x-&)Z)Qdﬁa'
WnmGia e K= § eyl e YT xay sdf (e quimebione
w\m&‘na&qsm&aﬂﬂww oF Qs Ka%m&nm%m do RY)
€ mikiom e B puo dic dlfed-pue Ko Ao b dac D ot attert
Ou pun Kgoon pus Ky o e K3 @ K =Ko U K 0K, UKy

Ause N {(vg) = Wi fevy) - A mowsasow s que - ML fuy s At

G SRHEAT AN Oervle iy
W jwss & Wl st 2505 A e MW fegr= L
(4K, (eqlex, 0 teyied 4

Nito Ce W Wb a\n&m K etatiast M&MW« ( "’ao)
Findowet Rusique. pm.*M Sk Lon dovBd ok da vasone miihede 6 (50

RPardic 3

(@ V)o V(AW £ 2) = YGRI+UCY] WC2) + Lo €K,7) 4 Lo (Y, 2) +Leaw €2, X)
VIxtre2 ) = 3+ Glereec) = 3(d¢lc) V(xt7+e): 3{341c).
Vixtvez)abpoitd dac 3unc):;o/~ e-z.

& pur Yol zleostr v ¢ VWeen = 4 ; el dome 2 -8, Vi dowt: ce -7 ..].

bl VeRY: V(xR yYey 2)z VO 1yt i e v + (uatw(mm 4hez) +
' ' ) ke (2,A)
"(M:\I(txta‘ﬁgz) = t‘u&lq‘w drycatyrcy Yrc
= whayadte c (Leyreyyttyv)
= Waylal 4 [(uesqa;"«. “-‘lz':)ﬂ
VR)= Vinreyy4y2) = @-c) (etagtegt) v Can weye=1



*9

' -~ - - 1 ] ] L [} ] 4 )

VR (A6 z (50 [ P'ety-2) - 5) + -21&3(:;3:3\‘ 37373 Jxe
<3

VIRl Goa) [0 )y 1y 4] ¢ g -d) e

B Q;C.'Q.C.x 234((:.‘
P ke -3

VERi= (a-¢) [(m&)‘w ca.};)‘a ((;-3“"] + %;‘:.;,c,

Jd

Fdonls  VeR): - [leglecy- )l )]+ tdts

Musi VRIsVeervyv13 2)= o [ted) ety gt g ;‘}'ju%t_s;, fage

3¢t Yeg. s &, .4uyé >
%Qng.‘,Lc( [ 3l J3) Q})J ¢ |
3 3

dc}ma‘m V(}m;wjz):ﬁ-d[’ o oteat]4 4

Awar VWJ},{})E‘((EWJ)G "?"‘**‘s*yﬂ, V{1 Vles+y 7452)3 %&:Y(:‘%H}‘wjla)

Mc‘um@cc&e &é%aﬁtieﬂ—pm‘de LOX TP (t,ﬁj,g)*(j:,}‘. '3) Co
Condla(sgeg) dome s (g0 [Ceily-3)4 G- > 0 puique = €< 4.

Roi (3,4 03) eibte podcfunllle A € wndndSH b de vasionce miihale.

4-3a
: z < o F —m‘ = z = T e @
| Qa“;&m(q;u.. E (A -B(8)sECC) = au'" o Vem =veer = Vee) Gy 2

E(Kl: E(BME) - § . EXYE: HALEX) +a = Si B = EANItE(Bl4L = €.

Visl- VM avcer= b o B pk i ddpendalles—

VLY): VGA4CH 1) VOAHC) sVRIVCel: & con Adhe pih i de pacduder.
V@iz VCAYB L)z VCA4p) « YOARVIBI - § — AdY

Cv(R,7) = Cou(Bec, Arcag)c coulBeC, Ade] + LOr(Bre,d) =Low(B,A) + CU(H, C)raas (L n It e, c)
h—w - - i
20 o0 =0 =0 =VCe)= &

done Cou(x, vl .
D wbhe (Y, 2): COPCR+C43, A1842) =. = COB (A HC, AT B) - = CWCAA): VR &
o of(2, Ki=tas(hi83L,84C) = .o = Cof (A48, 84C) = oo LIS, 81 V(B

Rewi k) E(v)= €212 & . VIKIUCYI V211 b . Cg, Y1= @30Y, 21s Carcz,m= L.

’:)J Sa b (ty )\ € (g que ewgrl=d
V(REV Cemayy vy )= VL2 x,_!m»l%én 2,32'2_)».- a2 Vix (}_Mu&(.‘!y) vl 2))
POy C&M X':% X, Y":‘i Y G"Z.'riz- o VERI:z & NC U'Q%V'?AL' ).



pab

Qmuc\;m(u&mrw- V(a'). V(3 x): ‘V(Mwi e wone V(Y') - 3er V()= A,

rCW(x'y'l.w( X2 V= -;Cw(xv)-z... dtm W) & o s (e, )

Come 2 €[-7,0) e 2oy doqne. ¢4

z

VOiestyy's 3201 ub wnwialle

M {tey,)) € RYS Desyyged) gow xeyoy s o

Eu\,u.“&&d'%uz_ V(R = V(umuyuz)n lg.V(xaf«ly'ﬁz_f) muﬁ'dﬁgcﬁ&
!MM Ae Wudenal da oo wiimaole o (

vg ‘T )
Bua,opae .. Pow Cogdls (o)« VORI b njm‘, ?
el &b Wek que  AYBrC puk o bt de Pocel & pousibhe, 3 & 11z .

es ey Ju o donyo Ehager.

o L e R4 (AB)RL ﬁ&.,f%[ r (8:Y geuge u%w.,ﬂf»h& confel d'es oo ln
VRe [otel, peats =§) = ' L vims. &ﬂ&.d Z.pm B 08:3)
tu (2t A Ea Q-l
vheltral, pean=B), Lo gehsh-i)yeaas ). Z: vsk-iyee:i s I 4(3) .5 &) .
‘neroony J
MM&*‘ £

Vle!hm(i peRed: )< Z-(;) - (& .\,..... (&. i

" , €
(asdat: Qs & Vhe e, pemes <) Lt €, ().

- lm‘ Ge A483C .

B1orei(aie [D.-ha L. doitBe 0300 (T .

pC Mg ec &hZ.p(M-Hc R Oe:(): Z,;MH; & Nexi) = Zp(ma:f.mccm
¢ ] “i’ﬁé( ﬁﬁ‘ 3 €

wddpadeSlecon A 8dC by pad
e <L) Z_mw:i.:n L
T () Z‘
ﬁ" & f»t‘
pemgecf)s 2. bl L Z (hig) = 2 2§ =0 (Raeey
: ' J‘Q '[t J" T ot i,‘,e J& nz-

(Morcl(ar: Do @ & Vbe Dre €, yehappe =€), RAKD (o4&
lﬁ.« kr (;)

svameara

e —




pdd

‘%mqng. X, X, oy & s&w sausoller oﬁiﬁo&w—}m (8,9 ,d.dép&&ﬂw
ol puuisalk e Qot gokbique depuanibe p « S<rgire-
Y e Lol de Poacad de mq&\g w & p oo die:
S Bt €& Vhe Tora €, pesabh, (7 6™ (a2

Rhg(mwu S(GICHALCHI 4 A48+ L) ﬁ(n-m&c) 44 .

PR S1= PO 5 (MBYCIH35) = PCAIRICS, €] = 1-p (A1Bsc <5 ) 3= P AIB1C=3)-
P(MO4C -4 |- RCABEC:S)

H.»S).J« € *(a .3
o - o 2 mne-sr ] . e . q
@) -66) ( ) BT Ry A 7 A S
(R S)= oS,
R o m ot
PRRTIE L

@ P oo m)a(;i’). yee ﬂi.mﬂ/ .\Azrgcw(ea, Ry

‘UﬂD:: g'x %‘ < Z-Z cw(euea)l xa
N ) .‘ 8"'

EV(’H V4w R B R Z.V(x By < 2 Cas g R, k5 €;)
ﬁtg(‘\(\

NG, Z_vc ViR & L vy e, g)

3g ‘L(J &ia

V(”ﬂr Zx;‘vw;n Z.! (R )+ 2 Z_K"k cos (R;, ;)
i iz gm (’ tzy

= ZK: LH (eﬁ(ﬁ;'g&) = .T

“it('(d"(u d
wﬁm%(&m\& L e&m%sw’ e, ke (h.\eh @ex&ﬂ*u&%
V(- z_(w(ﬂa,ﬂ;) X & 2__ ZK.‘K&W(&:,&;) + Z Zkak cor Lo &)
Y] vit jeien is0 3oy

G o rt.,oz ) = s Ry ) dee:

&=\

ISP Z_ N ERCUTINR Zl@ oo 2N XYOT R P J & ( Zk ®

ey ¢t 3

)



Pda

V(T : ? Z. Wy s (8, 05): funy. ver): bonu.
- —_———
@ af e (CoutRi,R)) o Ve 1€, v, cone®y, ;) seontis &)
ol doe une wabisee pwe\m wlle fBe of doce &a&m&o}&
ﬂm\"dmama\m&e
5 ek ve voltus popede 1, A ok uw b e M’tu&s,«ww
IVEN, UR), U & & VAL, 0:(-?3'); 0. T Kt >0 can g0,

Ko =t
L VIR a2t RW) - €Uy - toau): A oo,
Amic AtVu 30 & tOudo ; ted dowe ddow Ao,

@ o) Cappdosg gue ok e &Mw/ awst B goute W base
wiboncmale (U, O, U, 18 Ry, (R) cadihuce devedens Peopees de 9.

Ndkoug | you t dowg 8w, #! G oodous prope amcaes & O;. Vi€ fan 0l ez 0 dopg
QL b &- Veelsnd, dieo con Nabuwenle. Aua VeETs,ul, o> 0.

$ot W M&Mi\“(ml Nwg (h,&,, ,& |/mmuém Qauy Co
b W, 0500, no. \'\(Zf. - Zt no; Z IRV

Awi  €OMY = <ONO> < Z(t(e.,.z)) Z;«(e

gu“awe‘u:flmu:o. oy Z.z:e; z0. @ Veeliwd, wibiz0 doe
W€l d, viti=o; Sodod que: Vo€ Bl apeo &k .
V(GWs,u .ﬁ, (~; 20 O V(C @3,;]}, & o C'eﬁ‘& @e V.0,

6@&,& VUGT\\,,(IU, GUT‘“ =0 =p» Uwd,

b Soied (U, v, w') em,(n)° & A€k, |
RO AW ) Fonthuriw!] = xtvaw 4 tonw’s A9, w) 44y, W'l et

Wdoire & duote .
* 3o (%) eny, (R e S dode

tunw € Ny, () Qe ‘(‘onW) Junw due Cw Cré(ey) = tynwy
CRG USRI CH R W ITANE twnus twtnt(t)e tonw . elo,w).




pal

R0 - O] ekl

4 doiv U €N (). ey): tuay

L8
r( 0:(‘3") ) ?(\),U"x t \)“\) ?V(t’&’”\ \&&14"'“’1 K“‘“) ), 0
X,
e & @00 =0 oo bunuzo B amt Vod'apd G g

Plyvizo er g(m Vj=0 =» V= 0) G ot C\Qme Qowlwe_

Vebu qypcolinnde Nus (10) daui?, Qe wie & duoke , apndliique oF dffi i
palive dac @ ol pm&@_}pco&@}e P Ny (R).

d deieS vd Voayodmads da Ty, 1)

L 2 -,
[viww)). (%u(uﬂW)]:.é. WHO+w) = 2 (W) 0HW) 4 2§10, w)] ; dendee
["’(\-”-?X-“')JL” + INYoentw)- cpy v - |

Pow addilin, Waddh fu (“*W_\ v [N(uw “”)] s [Nt
V) en, e [N(aw)) é[(mm)*wwn_}[rd(ﬁ;&)_}-

4] Suwmo‘(t:\»c, (b, 2oy Qe ey \)f‘dW\ﬁﬂhwﬁm datte
LAY ebcla 0 oue, ik kale 4
‘ % g cants N -

f\‘um: u:(si), W:('?:) (VEDBNS, & ’5_1:7. & T (‘;)gi’iﬂ
.} g:\

j(‘h"t,»:, %, \ & (*;,fa:, /Q'ﬁﬁ"w @éﬁ&' Ga ’H, Qiu;t s

- (b, k. ,e.t)eu (: frcalion. nddioe)

[w(U*W‘)_] = Vg @t Raa €y ) D VUGG e Ra e X R) = U'“"J

- [N(Q%Q)J ) 2 V(K 0y xy e exl Ry) %[N(W)]L)

Codboo [W (""“"_] [y, @(”*W)J ([N(VWL]+ (N(w) ) = 0



!

paY

T {N(tﬁz}&ﬂ} 3 [veont(uon)t] 5 e Quae ecoe:

7 [ty wewit] - [N(SJZYQ]L 2 3 [Qo)s (uw)']

o 11° .
i JQ\Q. '&N(!%)J 20 ; W;'(MMG% (N(Q%?)]tﬁ .
?ﬂe\u&hﬂ&(c&m{ N( &;‘i‘!?):n & dee \-;-%:“‘D/‘ gmfﬂmg' V=W .




