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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

lls ne doivent faire usage d'aucun document ; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite.

Seule I'"wilisation d'une régle graduée est autorisée.

L’objef, du probléme est 1'étude de quelques aspects de la théorie classique du risque dont le contexte et les
notations sont introduits au fur et & mesure.

Dans tout le probléme, on considére deux suites de variables aléatoires réelles (An)nen* et (Cn)pene, définies
sur un méme espace probabilisé (Q, B, P), vérifiant les conditions suivantes :

i) les variables aléatoires Ay, Ag,...,An,...,Cy, Co,.. .y Chp, ... sont indépendantes,

il) les variables aléatoires Aj, Ag,...,An,... sont strictement positives et ont toutes la méme densité égale
sur ]0,-+co[ & la densité d’une variable aléatoire exponentielle d’espérance égale a 1,

iii) les variables aléatoires Cy,Cy,...,Chy, ... ont toutes la méme densité gu’une variable aléatoire exponentielle
d’espérance égale & c.

On pose Ty = 0 et, pour tout entier naturel n non nul, on note 7}, la variable aléatoire définie par:

Tn=)Y A
i=1

On observera que la suite (Ty,)nen est strictement croissante et que, pour tout entier naturel n,on a
DPégalité : Dpyy =Ty —~Thn. :

On notera. E(X) 'espérance d'une variable aléatoire X définie sur (Q, B, P).
Partie I Etude d’une variable aléatoire

1) Pour tout entier naturel n, déterminer I'espérance et la variance de la variable aléatoire Th.

2) Soit ¢ un réel positif ou nul.
a) Pour tout entier naturel n strictement; supérieur & ¢, justifier I'inclusion entre événements :
[Tn<t] {1 Th~n|2n-t]
b) A Yaide de l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, en déduire la valeur de RHIEOOP ([Tn< t)).
o0

¢) En déduire que V'événement ﬂ [T;c < t} est de probabilité nulle.
k=1

1/4



3) Soit ¢ un réel positif ou nul. Etant donné un élément w de €2, on note N (t)(w) le plus grand élément de
I'ensemble {n € N; Th(w) < t} (qui contient 0) si cet ensemble est fini, et N(t)(w) = 0 sinon.
On observera que, pour tout entier naturel n non nul, N(t) est égal & n si et seulement si: T, <t < Typpq.
Montrer que I'application N(t) est une variable aléatoire réelle vérifiant : P ([N(t) =0]) =P ({1} > t]).
4) a) Pour tout entier naturel n non nul, reconnaitre la loi de la variable aléatoire 7}, .
b) Soit ¢ un réel strictement positif. Pour tout entier naturel » non nul, justifier Pégalité :
Nk a—t t (1 AN
1= Zifl——{-e"*/ we" du
k=0 ' 0 n
"L thet
-
P
¢) Pour tout réel ¢ positif ou nul, reconnaitre la loi de la variable aléatoire N(t).

En déduire Pégalité: P ([N(t) < n]) =

Partie II Etude de la probabilité d’étre en déficit aprés le premier ou le second sinistre

Dans cette partie on considére deux réels a et r, r étant strictement positif et, pour tout réel positif £, on note

N(t) N(t) -
K,(t) la variable aléatoire définie par Pégalité : K, (t) =a 41t — Z C;  en convenant que la somme Z C;
i=1

i=1
est nulle lorsque N(t) est nul.

En particulier, Ko(Tp) = Kq(0) = a et, pour tout entier naturel n non nul, puisque N(T,) = n,
n
Ko(Th) = a+rT, ~ _S_ C;

i=1
Par exemple, K,(t) pourrait représenter le capital (aléatoire) au temps t d’une compagnie d’assurance disposant
d’un capital initial (de montant a éventuellement négatif), percevant des primes (de montant égal & r par unité

de temps), et indemnisant des assurés victimes de sinistres de cotts aléatoires (les C; ) survenent & des dates
elles-mémes aléatoires (les T; ).

Dans cette partie, le réel a étant fixé, la variable aléatoire K,(t) sera notée plus simplement K(t).
1) a) Déterminer une densité de probabilité de la variable aléatoire —rA;.
b) Déterminer une densité de probabilité f, continue sur R, de la variable aléatoire L; = Cy — 7A;.
..C) En déduire 'expression de la fonction de répartition F' de la variable L, puis I'égalité :

T
c+ 71

exp(g) sia <0
P ([K(Ty) <0]) =

-a
xp(—— iea>0
poripal p{ c) sia

2) On pose Lg = Cy —rAg et on considere la fonction ¢ associant & tout réel z le réel
9(z) = P([lr < 2] N [Ly + Lz < a])
a) Pour tout réel h strictement positif, justifier les inégalités :
g(x +h) - g(z) 2 P(lz < Iy <z + h))P([Ly < a—z — A))
et '
g(x+h)—g(z) <P({xr <Ly <z +h))P([L2 < a — x})

b) En déduire que la fonction g est dérivable & droite sur R avec, pour tout réel z, g/ (z) = f(z)F(a —z).
On admet que g est dérivable sur R avec, pour tout réel z, g'(z) = f(z)F(a — z).
3) a) Prouver I'égalité

P([L1 <aln [L1 + Lp € a]) = lim P([—='n <Ingalnily+ Ly < a})

n— 400

b) En déduire I’ égalité :

P([Ly<alN[Ly + L2 K a)) = [.a f(z)F(a—z) dz
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~¢) Etablir les égalités :
P((K(Ty) < 0)U [K(T3) < 0]) = 1 ~ /_ ; F(&)F(a—z) dz
et
P(K(TL) < 0]U [K(Th) < 0]) = P([Ly > a) + /; F@) P((Lg > a— o) du

4) En déduire, dans le cas oll @ est un réel positif ou nul, Pégalité :

P(K(T) < U [K(T) <0) = = (14— + ) ()

Partie III  Etude de la probabilité d’stre en déficit au cours du temps : deux premiers cas

Dans cette partie, le réel a n’étant plus nécessairement fxé, on utilisera la notation K, (t).
Pour tout réel @, on note Il{a) la probabilité suivante :

+00

I(e) = P( |J(Ka(To) <0))

n=0

Dans le contezte décrit plus haut, Il(a) représenterait la probabilité que la compagnie d’assurance (disposant
d’un capital initial de montant a) soit en déficit aprés un sinistre. En particulier Tl(a) =1 si a < 0.

1) Montrer que la fonction IT est décroissante.
2) Pour tout réel a, quelles minorations de II(a) peut-on déduire de la partie II?

3) On admet que la fonction II est continue sur Ry et vérifie, pour tout réel a positif ou nul I'égalité :
a
M) =P((Ls >a) + [ j@)a-3) da |
o =00
Pourquoi, intuitivement, peut-on conjecturer cette égalité ?

4) Soit a un réel et n un entier naturel.

a) Calculer 'espérance de K,(T7,) en fonction de n, a, ¢ et r. Trouver sa limite quand n tend vers Iinfini,
selon les valeurs comparées de c et 7.

b) Calculer la variance de X,(73) en fonction de n, 7 et c.

5) Dans cette question, on suppose que c est strictement plus grand que 7 et on considére un réel a positif
ou nul.

. . - a 4 R Y
a) Pour tout entier n strictement supérieur 4 , établir I'inégalité
c—7r

P ([Ko(Tn) <01) >1~@%(—‘§§_—%5 _
b) En déduire Pégalité : II{a) = 1.
6) Dans cette question, on suppose que ¢ est égal & r et on considére un réel a positif ou nul.
a) Solt ¥ un nombre réel. En remarquant que, pour tgut entier naturel » non nul, on a ’égalité
Ko(Tn) =a—) (Ci —7As)
et, & Paide du théoréme de la limite centrée, exprirr;:rlle réel ll;rilmP ([Ko(Th) € a+yv/R ]), en utilisant

la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
b) Pour tout nombre réel y strictement positif fixé, établir, pour tout entier naturel n assez grand, la double
inégalité :
P ({Ka(Tn) <a- y\/ﬁ]) <P ( [Ka(Tn) < 03) <P ( [Ko(Th) < a+ y\/_ﬁl)

c) En déduire la limite de la probabilité P ([ K.(T,) < 0]) quand 7 tend Vinfini puis inégalité : I(a) > %
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Partie IV Htude de la probabilité d’atre en déficit au cours du temps : le dernier cas

Dans cette partie, on suppose que ¢ est strictement plus petit que r.

1) a) BEn procédant par récurrence, établir, pour tout entier naturel n et tout réel a positif ou nul, Pinégalité :

M) > ~Sexp (S 30 L
Z orr PG = ke +r)k

b) En déduire, pour tout réel a positif ou nul, la minoration ;

c —ar
>
() 2 cr P (c(c + 1'))

. - - 1 .
2) a) Montrer que pour tout réel positif A vérifiant ) < P la variable exp(AL;) posséde une espérance qu'on

calculera.

b) Soit n un entier naturel non nul. On pose S, = zn:(C'k ~1AL). Pour tout réel positif A vérifiant A < %,
justifier I’égalité : k=1 1

(14721 — e

E(exp(AS,)) =

3) a) Pour tout réel positif A vérifiant A < pr tout réel a positif ou nul et tout entier naturel n non nul,
établir I'inégalité :

1
A+ (1 — )

P ([S. > al) < e E(exp(\Sy))
1

1
b) En déduire que tout réel X élément de ]0, = [; la série de terme général converge
C

et qu'on a P'indgalité :

+co \ +o0 1
P(ngl[sn >al) <e :L:; FETSV GRSV

“+0o0
4) En remarquant que, pour tout réel a positif ou nul, (a) = P( U [Sh > a]) , établir les résultats suivants :
n=1
i) aEl_‘l_loo {a) =0,
1 1
ii) Pour tout réel A vérifiant 0 < A < P et tout réel a assez grand, on a I'inégalité : T1(a) € e~ 2@
(on introduira un réel p vérifiant A < p < Pl )

5) a) Montrer que si une fonction 9 est continue sur R, et de limite nulle en +o00, alors la fonction ]¢1 a un
maximum sur R .

b) Soit ITy et Il deux fonctions continues sur Ry, toutes deux de limite nulle en +oo, vérifiant pour tout
réel a positif ou nul, les égalités :

IIi(a) = P([Ly > a]) + /;a flx) (e — ) dz et Ij(e) =P({L1 >q]) + /j fx)a(a - z) dz

Montrer que les fonctions II; et Iz coincident sur R...
c) Etablir, pour tout réel a positif ou nul, ’égalité suivante :

(@) = Sexp (- a(: - 1))

4/4



fartic T . étude dune voriahle gléc*oir&

. To=0 de  E(Tolz Qe\"l('\'o):o
aa\\mu...i.\é..,&!mum “\'\.\-ZA o Vcé’(ﬁ, 1 A QE(:I)

Rae 0. Weaule'de Q’enpuma dome : ECTUl= }: €(8;) - L 4=% .
befur by, 4, ., A A& Gdkpadoter dae - VT - L Vea,) - J:_ 3 am.

=t

Fiaddowd: VA€W €C(Tilom & VIT)= . Remanque.. TG TEm)

@ ¢ o¥auw @l posit ou wad.
of doitn e Bduat de WNJ¢ vo

[t <67 = [T - Ged] € [l ¢-(ued IO C V- wee J2 [IT-u\?v\»t]
')
[twced e C1Tu-nipu-¢] C DTl w-e]. Wi £ o> Eod<-E “

w- f)O

vue WN1EaC, TTice] C Cateuly u-€6]"

by dott we WRI¢ 4l

V(%]
o< P(Tu<el ¢ P Me-ulzut] =0 ( Wn-E(Tn“}u&) £ “L - "
. Iy (m-tl (- ¢ )&
Q o "_ ci
Y {g_mmgh& Tk %&m
w-€5D
Ql;‘ =0 &&Mmﬂ\kﬂ d‘QAQQM dm ODW H "Qlﬁ: P T < &)“;0
Mt d (Wb "t o0

e Roun toot Ldaw m"‘ [V, <€1C UTeced can Ty = Tg by, o
gy pwd dmo.\mwdw R .
Awii fo puske (CTeced]y,, &kd&mmh s el da L6 duda .
&mmds Ro. Qukk vu ox Sone. Ao Sog— P ﬂ Creced) s e P(Tacd,

=4 Nitos

Comn. Uk P(T cQz0 - P(e{\ Crecel)=o . Neboo que € oo e’go.Oﬂnsg’

"itte

‘o
P(en Creged) =o.



pl

‘ 3«‘%‘%\&0’@&‘&«&'\4& Ve o pue oplicalio, de 2 dame ' dw o
d.euo«lmj&z A pou«maﬁm Qe W CE) et tuc vaadde o&xcdoue o

m.w\rm. owe e Vhew, N ULS5)€8.
. doit Qe W, w(q LR1) < {wer | N (wl= B §<lwer | TRwig e & Ty, (wi
(N €)= CTes eI N D<o I CTec¢IN L gy $¢]
(NE L)« T (12,670 0 T, ' (3-0,¢7) .
Te &1z, potde voralle ddatovier doc  H T, 1) & B (T, ¢) gk
damg B . Tg/ (3, ¢1) eV tucoc daw B (8 el plaks pa. panage @

empbusiusie )
ric (Wl («namé»mm ® e mﬁm&%&a&&a

Q»o Yok e R ’.
N (Glzo <o TolWwlet ¢Tite) o {w em\"‘.‘cm <.¢§ af mé«
(el zo - @ €< Tilwl o LYY W, CTLwlgt oK l‘
» | -
Towizo f €2 0 A VIEW, Ty lwl st =p Tolwlst

NeE[(wlzo <> W € [€<Ty] U( n ["*Sd)

M:O

Nl =e < we Cecr] U (\‘ L'&st]) ( Crosed=R!)

(’M“a&'ué IN'* Crogt] € ® dac (\ (Tuctle ® @&t‘puﬁg
pox whey edi’a, Mvu}naue B
Cecrsl e [hstd o Clict] €8 dae C[tc¢1,3€8.

Fan
At (Nie))d;(‘iof‘):(e ¢t3TU0 (N Croged) €8 come Witeion AR doyo

douods s @ . ...

-
raclndk: Ny ew o vEew, () (181 € & .
Moo NG ol o vaudahl, alecYoue dh udle pu (1,8, ©).




p.g

PCMelol P C Ceer, 10 (N [Tece)). b wio Slad di ol
Wt

& oa

B vled PINCelzo) = PCt<Ta)s PO TTige]) = PCECT) = 0(Ty¢€),

e t
) e
PN =0l P (T3 ¢). <

| Soik v\G(NO. T, ata POwien. de w uaulo.l&/er OM‘QJNI\W‘C\C’&”&dG&f"
opad pudoad tue. & gopmhidlie do punanzhe 4 |
Dol & counr, T puik e Lol Qumma de punaniher 4 ru.

v (’lu ) (x-wl™
kk€lR, Y- el.:-:, {"’ ‘QNJ fu«ldu.

Vewr, €% 2, _’s... (‘“*' e du .

-0 Q! o w!
"
ar VEeR | et. I [ (bul"etda.
‘ [ #3\) \Q‘ 0 "\‘.
oY - “
puwic VEEIRT 4. T St et (0 (wlt g,
(‘20 “' o H‘
et |, Feew) |, 4 Z_ 'f"e“‘ L@ j (_f;s.s.. e de ... wqu wpadts
togondt &
Quedion !

doir{m ewW | ebpeit €€R ¢, dottw ¢,

WEHWw) gm <= iQGiN‘TQ((@ CH&\’&&M o T lwi> ¢
NIEIWI $w o WE (\ e et] = e(\ (Tese] o wey . 7¢).

eetgn] 2(‘K(\ (reced) U [T, 263 #louta <MOM‘I¢Q=.;

e
V(N'(E)Su): PO ET&SQ]) + P(T . 2¢) =04 3- P(T,, 56’ .
wos



P4

. € . .
Tann G T4, wed). A’ v('rw“),J t&&—wud&_.

O gue "‘(kfﬂ
o -
P (T S4ls j ekt dx: J e e MJC-@““' dec .

¢ !

Uz €-x

P(Tct) = e.‘:j & u) G“d.h.

Yowg ¢ Qi (ol mu&umﬁmc‘m:

— (—‘ P X : 5 ele-
3. & He J (ol g, Pl se1 = 9. 2. tet
&4:-0 ":O t'

Y

Abit Wu(es;:gm')c 4o W(Toct)e L. Elet
€0 {l

Yuelv, V& €Ry, PUNKISU] < Z., e
Lo f.'

< ok tem®,

fVqum PO N(e/=N)= p(N((l Sul- MW Su-g)- Zt‘t* Z‘ ‘J‘_ (“ -¢
(o K1 4o {' 1." |
PN ) =ol= PN Sol- Z_ ot et
3 ) Q'

Rbus Ve, PNl = £

“i

.-

Powmd" e htug}&#?m\‘ﬁ, N(e) pud wa. &R O fotir e de [Por Qae "4&.. é.

e

N0l et{a vowcdle W@AC alose wolle. .




e S

Parkice T Etude de loprobabilite d'Itre en d€bicihayris lepremter v le pecand sinistre

@) o) fate Us-Ta,. Ndwe Fa, & F b fadiowde dpadibion de
D&V

o Mr€ Jwo,ol
Vi€, Fa, (el i

d-&UcweCo,42C

VieCIR, F, (1= PUSKL: PC-T A58l PAA, 5 - 38 ) .4 P(B, <~F):4. P8, -2 )

2 <o

- j-o m -
Wi elf, Fg (v1-4d. F:oﬁ (_%) < i r

~CR1)
1-W-e " ") M - %30

4 m kFJOvaL

W €1, €y (u ) ’
e /luc €Jwo,0]

“C)WQ%G&W—W Vie €70, 07, Flse o Ve Loral, Fyul=g.

hMwe Fuak de Qe 8w J-o 01 pu To, +2 C.
MrOQV&MNlKJMWM&&MSMIK Ua\*c&cuw&

voatolle aléadoue P
Vi €3-m,0C, F'o(&l: ;_‘- e " o Viee Jo, +=(, Fu (tlze .

Pome dng Ve Je 03, § cet= € Ve Jo 1 €, (ORI DLW

dﬂ- U'z -(‘Ad,.

by ¢, dhay M&dg’w&uﬂw C, dru=-rg, Qg/&} ag&a&‘

toms Ve, 3 (ui: {0 M:“- J-e 0l fc etue dowdE de €, Can
9
C1()&(—v) 1
r

Ze M e lo,1aC
C oy pabdun vasakllerelisBloter 3 dle’ 3 indkpadader dec,
‘g -
§: wm | {6 odt ety dowlde Q40 = 0p-rag
Lo 2 v

MWRW@ .



4o ¢ e T
dotrcR. S“"j &«;f (u-4]dt = J le f (wtlde - {2 e :fm(«lq
4 )< v
« © < .
K-« RWO‘,O, _ Rk « -4 x M(O,'(I
%(Ql:& ...!. e ‘f (k)d&tﬂ i S c.: c:; d“.._ y ec‘ (E‘?"“
P 0 < cyr
~R -00
- Vi, (o, 4¢) K. v,
X S - en
[ .
‘-“lh"'-e%[)_.x -cwc—
cr Ao ctr A
- % . S S B 'S
% xe (o€ Ol — e op e J-0,0C, Louls — < Lot
Ctr )L Cir CHr
S e mkedow, ol o J-v.0]
Ve, fcel. | < :
e ® ot we DotaC
Cev

Jotuc doude de Ly=gray .

Ovisod oo fob ahiion pu 3.0, 03 Spu. Cot ol dacfetesdd ue mu iR,

i Q\-'MMM‘\E' CS&MG& L1: (1 ~r A.{ .

oo
vooe——r

e
< VeelR, F(u:j amd(—.

& € xiv
' ' e - ._h._ c .
Vice Towy0 1, Fuls _j e g e ralll Ialibye
A

Qtr PYR
" _ & e
e (o, +0l, Flr|s Flols Q-Qd"f: Ly 2 [:Q ]
Q"" Cev cer L dle 5
~K{C -K{C.
- 8 <
V’(Gfo,i-.a(, (el ’ et (“3 < < 3. =. <
e r cHr

™ Aoke T
VKHR, t(&‘:l Cer




Pt

¢ (T Tt)<ol) o p(asrTy-Cy <0)= Pac C4-rTy) FlaCL,) = 3- P(L S0).

P(k(t3)<ol)= 3-¥Fla).
4. _C e"'
Awei P (K{T31<0) = crr
-aic.
= c M a>0
Cty

r\
m o Lo

a| doikxew dpatk her?.
Ly =48] Clysedolxcetysuad] . Aws

Cuswe 1N D+t PP W RS N WY se]) U ([rety sus €10 Tyetc e])
L1uton Srackdi joits 3 wieh:

P(LL, s ] (L,}LL&Q]): I?([Lgst]ﬂa,flq.s&]h P (Lcyy sus N1y H«.SG])‘
Moo  guuetlzgeer + @ (Tuctyenstda Ty, Had)

%(\U-e«\-%(\tl - P(Qecy sustlnCy +L 0 $ad)-
M
Pate S [rcly suwrtdn Thrtosa]l.

$oitwe 8. ke wisurl o L) ga-Lwi< a-e ; W € [ty gual 1O e
Aug: S C [xcysuetIN{Le Ca-o].

Mao PCSI < (Lxcty suseIn Cle <a-ud).

iz G-rd,ydL zC-vrb , (Ome Ca,Aq,C@I 'A‘_‘p&ﬁiwl Lyl
mﬁ-e'%u&e&" . Bunc P81 ¢ RCCkeLyenrh TN TL ca-wd ] =0 (cty g k) P(L <a o),

P oac %(\HU-%(!\ s P(recxe€) plL <a-x).

fodr w € [xcey suekd ACL  sam-C] .

% Lytw] Surb o Lyt (wl = L tulit(w) $ x4k +a-w-Qga.
Dac € Lxey surdI A Clartegal e,

Pou thqued  [xchy swd] A Lesau-t] € S .



§ &

Yo~ qm‘cw&-: gmdu-gm:otm P((rcy surtINCL £a-%¢-2]).

Yto&dﬁ'p&d&u dz. Ly &l deue cdag %cw.u.‘gm; P(xcy seel) P(lesa-x-€),

-
wacray

by dotweR dpoit AeRS. wdmr Fo fo fatim o o ypiRKe de L .
Plxcl vt &) PCL €Q-w-&) ¢ a(mu-(l Jou < ¢ PQeclycnil] P (L <a-x)

(Festl- Fo) Fo (a8l %cwl-gms(!-‘(mu-r»(u)lﬁ (a-x] -

e ‘Wﬁhéﬂdp%«"‘ﬁ: 5‘1*_‘:.:};{‘:' » ¥ @u-g) ¢ JUEJY PRt Fe

Job o Aol de Uy Haae R, A B fodka oo okl € Ly
erde dwe Cipu IR & r’:&.

Mar Lt muu Fe) = o).
Qrot

Fat te {adu dk u.Mm Qo vaallh e oue & dle (- ¢ ra o
Ceer b, pat durye v abler e Soier & daulr Gdépadodsr ) dac Fe et

cadCue e R .
Mag O [ Fwstl-Feo ;-L(m,b“): b [ FOuti-F ﬁ(’a*l):stklﬂ(%“)

Loaet £ e’ <
Por aditned d wiod :  tue  QUshl-§oo Yo Fetany, %e\\-de‘u&c‘ma
Aot 4 /

< dagioa e oy’ Cals YO0l Fyra).
ﬂMuc‘anq_‘)a(‘(‘w. Coer O &F vt WX o quu b, a, ﬂ'&-{d; oda

Liﬂ: (‘JJ' Ag e\’ LL: Cg-rAg @&m Q"-/‘ %: ¢L‘:’F !

Powc toed wd = ' %Q"d&(}s&m < dealz on x ‘d" %;l(u—.XNWq-x).

Bxercice - N que ;g e, ge&d&&ml\m < gude 0w d c“;m:&m?@«; :



p S

_q_)!(bﬁf”«. MJ'U\QW, Ha=z [n <L150\] 0 [‘L‘,#L‘ £c)) (Hu@iﬁ —wye )
Ve, [-w <qead A TG et ce] € [-weat <y sad ATyt ced.
V\«.G(V, H‘k C H‘\ll .

. +eo i
Le tod e, de oo Wi de oo dowa dlas . P(UHL]z B PCHY)

wze Lird o
TRV e -
UHyc U ( [fwcg el A CL’H.‘A((‘.]):( U [»-u(L,Sc,]) 0 [4,+t <a]
Wi o WoQ L § )

= [Lsed e+ cad.

)
Mow  PCCLeada Tyt ) = ROV KL =Wl PUHG),

W LY L 2

Fuodowed- P LG a0 Ty et ge]) = b ([ <lgad gt gad)-

LI L

b xe %(u) fa-wl &t co.sﬁug/\u,\mdf ViceIR, o< ((ulF(Q—nl $ écu)-
Q - g ~ b7 ! !
-io\‘em%n.u\ de. _]‘Jm de & %g.%% dzcm?amum Mk’&&ﬂ&a‘ cté.e\qhuee-
de &u&%pmi*w&’mw(‘w J JouFla-w du epik .
-0
Q Q a
e Wue o J {afa-u)de = b J‘mFm-ud\x: B S%’Mdm
\b “ =

Nieio . LIVE RPN

q , . |
j {0l Flo-u)dus e (%m» %(-M) ™ (! (T, sa7nTyre g aJ)-P(LL, s~u]nlwl¢s«])

- Vki4 © RHtO
anm Flo-dw o M ?(C‘“<L5$G]nfl.1ﬂ“(c]) = PCL Sa QCL,&sa]),
o Wkt

Q
O e j x(\d Flo-w)du goah. J'de' Pl $a n ”“‘“‘])
.Q 3

e s
e




g 10

o) Ck(ry1 <ol Ok <ol = (asrTy- <o UlaerTy-¢-¢ <o

[K(Tj‘(@] U(k(‘r(,(‘)j: [Ql- rb,-c’ (oJUCG‘} rAJ‘.fA‘-(a,{( <Q.]
(kmicoTolkicol=Ca-L3<a] 0 CQ'(L:)'*L(,)COJ

[ittslcol 0 Tetrlco] = T0-Y20T N Ca- (e )20l < L saln Lt;ms«]

Moo 0C TRCT3 <63 U LG I<0T) = 3- P (Ieh)cgv kcrlca] ) = 3- M cdn(iyieed)

- Q
t(Ok(tqlcod v (.k("td(o]] - j_.‘s 4(‘».) F@-«)de .
-

q tw Q ‘e .q
4. J f(u) Fla-w) du:J a(hldu.-J {CKIF(a-qidw < J‘de +J d(“’("”‘l*‘ﬂ)dﬂ .
0 ~0 % Q ~)

Rogp Aok us v&e&uu dowde’ da Ly dque Far fodie de pldia deL, .
a

o
Aone 3~S‘SCMF((\-M&Q: P(Loa)e L‘){(u Pl da-w)de .

Q
v (kCtlco U kT <o) = @y )qNJ { e Pl a-«)de .

3Q\1’Q€ 'R.} .

-Gl( c X.Q'(
- - - - 1.— u—s-’ : -~ i d e -
MLy a) = 3-Fla)s 1= (3- = ) =
_.ca wMc _Qéﬁt
Ve 3-4,Q ( . ny = 4-(d- & : =€
Tw,0, PUL Y0 e]: 3- Fla- K ( I A
Q-w), )
) = c - 33.‘ a -F - ol
< o
J $aMipya- ) du= —_— e duy|{ —= € 2C clie
Cir Ctr Ctr Ctr
- &0 . . (5] q
\2 [y - k““"- Q
Q. * Q
J {(ul!(toa adde, € [ Yo [ f' ‘_J & J dt_]
((""I" Ao ViZ A 0

ce e[ rc
J faanilyra)dec (—-—--*0)‘
(cer)t



dae 0( [KtT)codU Ch(Tc]): S @, C© re a
Cer Cir Car)e Ctr

~Uc
(11' & + re c .
Cr (Cerye

P(On(Ty) o] WIK(TU<O])-

Ctr

Partic T Etudedelo probahilite d'dtre en debicit aucours dutemys:deox premters cas

. 80&0} aera’ dm.yotccfa Hhopw_ aga’.

Vu€N® Ywen , (Ko (T, ) (wl: e vy i - ZC (W) < Q" rT, - Z(’ (W= (KQ (T)w) .

VuelW*, Yw €&, (Ka (Tl (Ko T w) .

QQQ‘VG'-\}&\M P =0 QL Ka(‘w:a& Kar (To)= o

Auui M wewdp oot [k s (Wl ol et Lalin € abow ' Gelionsd (Ko T ) ¢d ]
atdallid . Do Ve W, [ Ky (Tico] e Tk, (Tu)¢o].

Aloe UEK(l (Wl<o] C© UCK'Q(T..)«»]

LT

@y. PCU K, (nicad) < PG )
Pou comdquad  TTea'y U L ¢ Icd) s £SOCK4(T“,<°J)_ M) -
Vo, @1eRY, aca'y feols el . T ot deogimode |
‘ +o .
fotawdd. U Chaerg<od D (KalTil <ol 0 (Ko ero)cal.
e
4. .
Awai @)= P (U (Ka(Ty)co]) > P (Ckactylca] V [Ka(T) ¢ o))
wIo

¢ o €l-w00, T3

< © e Lo (44 0n y IS )e € dlend B Qe.
I a€lot1w(, ) 2 o o 4-«"") X Qe

o s
s —

pie

Ve toute éu (dB.ce -vce(R U [Ka(Tu)<01 D [Ka(tg)co] -
VaER, M)z ¢( U (Kamuo]) P(Ka(s)ca) .

Q
-~ £ e T
Sca € (0,40, m‘” > ar &




‘:QOKQNL)<O)R'.£AL€M {releddie o (Loscatn éeﬂne-d'&m\'&dégid‘wﬁ;dm«&

apet e Ponie paahe. ;ucou B ce dewier esenom . o). 142614 0 (Lo 1),

0Ly pued wovales othe e dheede (kca drdn far pkit ) ,aqg.u'/k’loduﬂ'aucea peceak L f(wd'c/

q&w%\u&&}lw mw%‘/m{]’&\d&@iﬂ‘ ot Wlaae) . Awud P({L, ga}nﬂ)q}-

Qo powme ¥ deq  THCO-x) Jtu) de llou(\.u.c se de cu J-w,0 (. Ca%m.‘ Adat
watr om s Mo ({1, cof N H) = Jz Wa-w fruidee .

. Q
Aua:  tiCal: Pty Ya) +j Q- gmpdu .
o

o CR&wEN.

Q_J 3\‘ V\:Q.-E(KQ(TO”ZQ (7Y KQ_(TQ):Q -
# wgs : B BG4 T =ZCi)aer B ) - Z E(Q): avru-ne

[ pag |

Fuolewd ¥aen, VW EW, E(Kg (W) a+ulr-c).

v—————"
———

a M r=¢C
Wiy 4O
- ME¥C

b) V(Ko (To))lz0 wom Ko (Tol=a.
Suppeme % Ao IVY.
Tu PCAE Uut VAL O G umﬂ'v\ dac Ty powc dx s, YO Oece.
Q. s rtw . arrTue ponl s wac rlawe volad nré,
C3, ¢,y G A% ﬁldﬁ.&du&:{ & admdtodt s \Icuicuf éaaﬁg& ¢, pac
ewq.uaﬂ' %(; paidw. Wt AU G c?nI fmd’ ‘%V(C;] daba dir w s

“ . .
- 2 Q poeOs é@&j‘mowmw Qs wadd ned,
<=
KoY
- ¢
W4 V‘T“”:. Qs+ ¢ Z a. & b,,bw.,., A“‘C” Q,_,, -y Cu M)S‘ wd*pa\dogef .

o=\

Pon co«ic\m& arrTuek - 2 G« Ae&'d:c\iwddﬂr e)‘pmi“ds Waeg VO B e,

184}



Roo Ka (T l=asr T, - 2:_'.c._ powidse. Uue VAUMG Qe vadd,

v(Qs l"Tk-l'iV(—g;C(,: n(rtect) .

tow ok o dowe IR pows boud w daa ¥, VK¢ (T )eoile § ol w (rect).

af 3¢t azo &cyr

Q| Qm"v\.uuwfh N@(‘u@ h)-—?—.

P( Ka(Tulco )= H{ Ka(Td-E(Ka (W) < - (ECKa(T))),
Pl K (t) <o )= 4- 0 ( KacT) EK (W) 2 - E(KqCT.,)))'

~ECK (T )]z ~a-nir-cl=lc. r)[_m' 150 -
Muo  Lkeeta~e(Kera) 2 - € e ] € [Xar,)- €(Ke ]} - E(Ke("L)U .

As P ( Ka(Tul-€(Ka (Tul) 2 - K (FO)) € ¥ (1Ka(T,). (K (TL))2 - ECKeCT)))

I 'cko&lk o heum.ru; TM%M dowe ollao .

K w) 'Vl(\‘t* ¢4
P (Ka (Tul-EKa (1) - E(Ka(ry)) ¢ V(KR ) ¢ g
(-eRa(t )t (- o-mur-cl)

AQW ¢ KeCTu) Co ) =3- 0K (1,)- E(KQ(TK”?,*E(KQ(T“))))} 4. m e cY -
(Qb‘lfv.(l,

WoweWad 2 sol s A(KCTa ol yq - MUe
cv ! 7 .
(@yur-uc)

et
waT——

o
[Ratt o] € U ERa(Te) <0l -

o J
f(a). P \P [k (W) <o]) 3 PlkatTul<o) 2
~Q

ol
osls

by dukv ewn] c—%- (v L.

d BN (C‘H()
Cosnr-uc)t

1)

M $rY)

N 4. + C 4> Nlal > 4.
¥uel (\]C—r e ’ (Qsur-we)®



¢ 44

Ly &
.y eler

b RO g can _michd .
whte (atwr-uc) (Qfnr-uclt  WHto  (F-clE W

2 giat odog , &&ohm\'h.dm wytn t® dow U ncodumat d Ta) 43Ny 4-0.
Abuc /& c>v: Tal=d droea pou toud ycob o wad?

@ o) P paun fouk ¢ €W Voo rac-ce.

Qcil’am«.’eﬁ, .
'Vh@lN*/ P( KQ(T“\SQ“%R -~ Pla+ ‘Z.V{ 50.-“3 V:]_ ?(vﬂ*vﬂ"‘"v« .Sar\:)
st

derdor adow b POV 4y i) e ukd G 0ut Qe fhdusee de Co OQaite
w&& ' Wit
SWEN®, C:GE(L),0: GEG) & b pd dddpdade . K.
« “touke, %o voutoller da o puk ¢l Maj‘h.m{ai;
o el ool o voud™ read-e )k rc =0, pu boukl dcwm‘:.
« V¥, ) gpuls & vast  v? 1% ot rtect, fow toud¢ dams n® C ro;
&- ¢t paduddpadats, VOrall rv@rt  VCQEVE) s el )
> 84,8, 8, .., CC,, O, nﬂ-uﬁd@,m&ﬁq doc M), at
wepok da vataler alécYaires wod padates.
h el pots dtke e ¢ Yeoate E“""“"‘") coueige. 8 el 0 Ulan
sarall olalotie g puih Wi o v ) g s Rol womale
wSher ¢ dusk . foc

A LY
Vu €W?, E(Gr—Ml: Z EW) so o V(Y] 3'-\’“:1«. m (et et
(42} =t
Ndrow @ & émmfa.. dué‘uﬂﬁx‘a« dluce, vansalle adfededi <. quut ek wua Q¢
wonle et duile .
Ve €lR, P( Vet Vg Vi - © & a&): ) ; dac Viear, b, v(v,f'..‘v‘ sxm):,'(.,

M gon &‘r(_ LYY

-

Aug: e ?(V.ﬁiV¢$'—~~tVu$3W) =% P(VJ‘*Q"""V“S%W)T¢(%“)‘
o r ¥

LU TS Mt 20



rodedd - vmem, U @ (Ka(Ty) suaﬂ') = ¢( ———-)'-’ ¢(;‘=t)
Cr 2C

W oo
. ${tgm«ﬂamwpi*§. A @%;aa‘; A A
\ n A | h
m“&“6u~%\\3):~m &“tu:“tmaﬁ) = o aw 6yo !

v
Rog  Ju €N, Ve, wyu, » a-y¥u <o .
JuceW®, Keew wyu = qs%ﬁ >0 . A

Ew (A0S mychap(ugue) ma: WewW® wyw, a- 4% <ogavglu

Mow  Lka(Tas e»%ﬁ] C [Ka(11¢0] C (ke (Tl $Q4gRTncw €W piuymy .
Pan cgintuce Ao P o htcadralau
Vu€w®, N2y = P(Kq(“tklsu-av’?-)s t{(Re (V1 <0) ¢ P(KQCT..ISM%\W.

b que .. ’3“\'011 o Whanqua que oé'a_d(k%.
< a«:&%em'! e (Ko (T 5q~3\ﬁ) 2 W”%’) & G P (Ke (3,) €49 ¢(&.2§:)

LY PT IS LTS
lub ke poun & K 0one A' madins) |

Cersong cependad Quaq ) od X ) N
T e ‘§ei0 ¢(\Itr) quo wm =g &

A rends @drousolle d'oam&«ta que Bk FCK(Tco)s L nahace &
b

o ok & e o

Uchad” Qug . Yo e, W) Vuewr®, wpu, 3 [P(Kg (Tl co)- 2| <E.

Sock ced .

Yo Gla)=t. Iner, dack, lel<q 2 10 #1< 5

who o

o ( % 9 & % c
se&ségwd)ﬁo}m& )_.&.;lq_, At ‘w&{?}"f\‘f Jl@(‘g‘;‘;")“z“f
Ml 4o & <A NS PR < g £



46

MQ\& by B\JGIN", wcm‘j wrhy !(F«ﬂ\]ga-aﬁ)s N&c‘m(o)sﬂxﬁm)swjﬁ)

b P(Ke ) Sauy Vi) = ¢(-v-1‘1;).
Whet

B Jug €W®, e’ wzny o 1P(KetMsasy Wl - §( =)0 <
Audl Wu€t® 13 g 1(Ra () gavy R] < @(ﬁ‘%y £ 748

Ve, wouy = 9(&(&)5&43\!\“) < 1‘.«-2.
ohe wone ow mohe Que; I ug EN®, VW wp g 2 - € < UKo () sary )

oo Do w < Max (N3, uy gl
Veethizng 28 § PRS-y & PUKQ T c0) SPRa(T) $aryRR) < 4 &

Mas mEW™ wo Wy = | Pl (<o) - + <&,
veel®,, Fuc €IN?, Vut IN® wzup = 1P (Ka (T )C0)- £ (<L
'

Ras & O(K W) (o) = ;-

Nt o

L)
U (ke cve}<0] O [KeQl<o] .

=0
$oe
Poe doUrheee s P : VueW®, Tiar= P( U (KalWico])2 PCKe (Tul<a).

Eu Mmﬂ’lﬁs&zu w+a dutadt . ala)y L.,

Partie I Etude de laprobabilite’d’ Etre en debici Fav cours du temps:le dernter cag

V€N’

0

~

[
- '.c
¢ ¢ (1 * 2. )
CAb (CT

_c_x_; N ato Q) 0nf vl Qua : Vaéike, W(alam

?

-4
A V°€IR¢, My & ¢ , © o Tl _._....e (3, ..ﬂ...) (vr0,000,.)
Ctr Ctr CHr

Abui fa popiiel vout ddjo prum=o0 Fusxd
Sh“"ww‘% ‘\@'Lta't’ waue PNM. n ‘tb@ﬁd& w &‘Mﬁ}&({m pom v+ d .



p i3

. . . 'y
u&“&aeaa e . vVuelef nmyy <S¢ ° e .
. * cHr o {1 (can®
Fixmg a dam R, @x w -
T TS 4~ ¢
Ros ¥ € Jw,0l, Tla-x) 2 Lo 7 (@]
ey €z0 41 ccari
- &x 3 '] ey ?
Veed-wal, oo maw), <. e Jou 2 (-l (paititedef) -
Ctvr o T1Ccerjl
111.33 q 4
Gheas g Que Ma) = r(e, >a) +j Jruntae)de > P 7““f<§“’ ne-ydu .
o A
vice J-s,0], d(*'“(‘i‘*)?@
- s e -2 e ]
3 z - )
veeload, fuTla-) 5 . ey J @t o efo sl u‘
Civr (o (sl 4 Cav Ciy oo 00N
-2 ¥ @t T
M€ (o,e ], Jmﬂ(a-ab, <. e L . T-Qahy
ctr zo 41 (bt “ a
Mos tlial ( |4 Q(u (a-wlde 3 00 Ya) < c% 2: ied'*
b JES T _fa IN(Q-w e Fllyea ’*;T oo cm‘"
2 2 (Q 'f&l °
Q < - - J
Q enmtaecmg SBGTE
Taly; Wl + . P ccrt e Jy
| “
Vool g Y
waly = e, ct s 2
Cer c-& V. =0 ! Coarflts
“ e &« Mgy {
. & q {# < o ¢ Z: a
L. ¢ z ——C m—T
@, =ef (44 o (ewlt_ccw‘“) Crr Go L1 (e

‘eﬂ"(‘iv\ﬁl\uk & Uuda Wt d d- Qo.@mda mem

. ‘S _‘:‘; QL 1

Vnew., YeeRy, N 3 S.e® 2, — >
Cre G0 4! (ot
“ o
, L Civ
_PJ 30{"0.6(&. QA& Z. o - Q

Whio o &) (carih



CEW 4

Em &;n.a& bde W vtie +eo A Q'u‘o.%aME dhoue dowr o) & vidd.

-2 2 (cre) ar
Taly & @ S e, < ““" - S @ )
Ctr civ crr )
. or

Va€lRe, ol e Ser)

L)

Ctvr

, imr Aaddpaitf o que Acd/C.
J(la"eﬁwfqm; &a\“ e OBude de Ly . &l@zm do.tm-%«j w diGue.

que ¢ pmumommmd&qmj e.”‘é’cudi-cma&g_

Ve€lopl, elw . LMt e we
Crr Ct

- u:tdml\ ‘

V(’fCO,hﬁC, C-“S“P:-—'-“ C.uét(c: S e{-«:, )
Ctr ct

. -
et dondwld pollique que 4 « ok ded o peit [
citd valt 1 & que | et ol vad dgulef -

N o (}ur. A ¢ %_)0 & é;,\ >o e AKX -é‘: L, A9, rzo-
c...

Mo Joev“gte;di'q;odke)‘w& : A:-‘ J"Jc,“gmdf-e,oz,k
r 0

%) <1,
Feod” — !
o ¢
Cer LA
Q.

oy

e \ ) r ! e 0 r-Aursdir<c

et frydt ke rvond + =
Mo 'L, 5 At CHe Arer Cer d.Ac G Area)ld-dc)

Al J“e‘“gmdi‘ o vould 3 .
-

(44 +A)d-c))

o AL
M e 1

@era) (1-cA)

i




£33

B doitmw. Bonadds 0° & pat A il oty veifeod 4 ¢ .
Poow poun toud B dam N®, Lg< Ce-Tag . -
€3,Ce oy Cu, B B,y Au Aod G dépadaslerdac U, t,,-, L lepod Q'aqw'.
Moy ety crle. oM adt do vow'ables alleShiier 61 dépadae-.
Pour bk kdaw ™ | ¢ *' o adne ©f que et quiebuue voralle. aleloue
aduettad powe apbonce ( ‘

d4ral(d-A) ‘

p
At pm%a.d' & daw w® e MR admgd ¢ o Gpeieca .
GevAk 4 ca)

eﬂ"; S ehla EM&MWdW/ ety ety et pokdte oo

A4

pows vl @ 1 1 fovr pd s : :
(devAJ(4-d) (awalla-ca) Gevalla<dl  Gera)* (4-ch)™

. A(L,ih*--—ﬁkul

Auee e ponlda pow Uprk 2 A
(Aera)(d-cal™

Pouw boub w e, E(e"s")goa“(:idmﬂ L
Geea)“Cd-cAY™

af oA e ddpoitd wifed ¢ 1. derew®. dora e’
b oy L pF woaialle aléakeier™ & donld dddpedades ; oum
S sybtesmate ot tug vacalle cléadeine B dondi . U Py wes dandlda S,

L

o> s
P ( sna)zj § cadtar *Sv) =J SO
€a L} ~s) =

+¢. *‘0 -+ &
c“‘“s(e“«-lzj cm‘ai‘f L &J e'”"“'\f wde > | ficidt= P(S0a).
L S f o S,‘ "
Ve€Iw,0l, t’“"“'fs :w,; . Vee 48 T, M€ 54 $ f_{f’? -

/ AL,
Faolondd @ A€ To, 2T, VeeRY, Vuemw® PeSwa) e E(e™).




g L0

. 0 I NN
b) doiF Lo dolod de o, 2. ] R ;]
red) G-cA) = 4 +A(te-red)z dara( fa = _)\) >4
Rog ¢ — <4, Awi toite de fome gociad 1~ COuoge.
(d+ral G- ca) %% Caeray (- ca) ¢
doit a w@paﬂi‘gmw.
A N N .
000 ™ V““N", e VU Sedal. (H,,, Sk we ke wnm}r_
' - =4 ‘ - *“-
Aevchoudd :  FOUHL « G plH,}. G UHG UGSzl
W= Mttt - =1 A
Auai p(Ut% yal) = M €0 VLSeral),
Mzt Mig 40 &-.1
Ve ew®, ® («;U (secal) ¢ I #CSecal (W 0k P
=4 =1

W
- ]

~Aq ASe -da
. -
e ®, H:’ Cseca]) < .ng: ¢ (e e er ¢4 wrdl b e

ot

\

\ . P(B‘CS<])<Q""“L .
Ew gaum}ta.&n“ww-m 3 e ecald /< G (GerA)ig.ed)t

ol

P R L N“g‘ts wad) §et L

oo
ez

D i
omtrergrRaon

Ju"QGlﬂq-

L )
¥ mel ukg [x&(‘t\‘koj) JQVRCENT)

(Ke (Tol w]uh{e.ﬂﬁe'p\ehtw,o( a <o dae
fous o €% Cmcrouoj - §

4o
wale 0( U [cur[.A Zc,_ <o]) P( U Ca« Z(M‘ c:)]):NKUU.MJ)'
L e s Mt Y H
i
Moe Vee RS, o ¢ Mta) NUF Su2ecl
L T
-Aa f ‘ 00w, bk & € Y%

Mzt (3*?&;\(3*@““

fiFdedo, -2 [, osTtal § ¢










p Ll

* o dowed- M. Wox il =0 . YeeRy, Thalzo. Ye&lRe, M(el-M, ca)=o.
VE Ry

Vi €104, WyCelzMycu). My Ty .

Q

e el codue e Re 5 i T(®) =0 Veemy, nea)- m,mnjgmma Odu

Qo ~Q(é‘“

]
Pow pLone O(ME. Vaelm, ) = "v'" c Y ‘dl,\‘.%‘[}/ ds. Jlous e
/

-

Gue-  3: ok _i.- c’o(iﬂ‘-’ o Q3 womes c\u&te»

.6&&9&&&1; M R 4 v WoYy@=0
Q2420

Q
v \'\Oilo\t(’%m : Ve €Wy, é(ah (L, )Q)'vrj &Ctl&(i(’lsfc)dw.

-

° , ,
Q&\\p&ﬂ«ﬂ\m: Vo\em’f., J e,“df gai;k o vad) al- Joib a € IRy ,

- -ta-a(z-=) -alg-3) =
[
th]-oo,ol, S(llé(a.x_):__!_,_ e_'UV‘ < e "= e e (3
ete r vicer)
q(-‘--’
* [
J e du. qou\ce}\mu} c doc f‘fmém u)duep ol & voat "
- r(tiv)
U/
- Ric (o) (2-4) ~a(z-2) -
Viee (6,01, o) 3(a-u)- e =¢ < s ¢
Ctr v: vecir)
Q ~a(d-3) a ~a(E-3) -2
c W ¥y < r
J@(\t)dtn-r)d‘!; - ¢ [-VC j = (e "l e “) .
o v(C+y) o C+r
-9
Rappdow que  P(Lgre) « S e ©
crr
\
q .2 . -a(g-) -a@-7) =y
Ao V(L,MHJ {Culct)(q-uldu; SLe 4t (& L c_e
0 Ctr recrl Crv CHr
~a(z-¢ ~a(z-+#)
(e)){Q-w < £ Cc :-& = (a)
P(Lnaujx Jla-ie) des < (S +3) = C 9




Pk

Q
g)e.hogk‘.u; puc R, %é(a]:o h¥ae Re, 3l p(l")a“JiMd(m“d? .

Qoo
R%MWMW, b] Mdadbaqugﬁei‘c{)caﬂuddﬁ,m 1Ry .
. el
Faadowd: ¥a €Ry, Tl < e <"

- , .
Tiews cest “ml.



