HEC 2032 S 423

Exercice principal S28

Soit p un parametre réel inconnu vérifiant 0 < p < 1. Pour n € N*, soit Xy, X>,..., Xn, n variables aléatoires
définies sur un espace probabilisé (Q, A, P), indépendantes et de méme loi de Bernoulli d’espérance p.

e 1«
On pose pour tout n € N* : X, = — ZXk ; on note E(X) Pespérance d'une variable aléatoire X et exp la
n
k=1
fonction exponentielle.

1. Question de cours : Rappeler comment l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet de définir & partir de Xn,
un intervalle de confiance de risque a (0 < o < 1) pour le paramétre p.

2. Soit f la fonction de R dans R définie par : f(t) = ~pt +In(l —p+pe?).

a) Montrer que f est de classe C? sur R et que sa dérivée seconde vérifie : V¢ > 0, f(t) <

-

2
b) Montrer & I’aide d’une formule de Taylor que pour tout ¢ > 0, on a : f(?) < 5

tz
¢) En déduire que pour tout ¢t > 0 et pour tout k € [1,n], on a: E’(exp(t(Xk —p))) < exp <§>

3.a) Montrer que si S est une variable aléatoire discréte finie & valeurs positives et a un réel strictement positif,

ona:P(S>a)<§%g)—.
b) A l'aide des questions 2.c) et 3.a), établir pour tout couple (¢,£) € (R)?, I'inégalité :
_ t2
P(X,—p>ze)<exp (—ts + _82>

¢) Montrer que pour tout € > 0, on a : P(|X, — p| > ¢) < 2 exp(—2ne?).

dy En déduire un intervalle de confiance de risque o pour le parametre p et comparer sa longueur, lorsque o est
proche de 0, & celle de l'intervalle de conflance.demandé dans la question 1.

Exercice sans préparation S28

Pour n € N*, on consideére l'espace euclidien R™ muni de son produit scalaire canonique. Soit By et Bz deux
bases orthonormées de R”. On note P = (p; j)1<s,j<n la matrice de passage de la base By & la base Ba.

1. Exprimer P~! en fonction de P.

2. Btablir Vinégalité : Z Dij| € 1.
1<ijsn
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Question 8 HEC 2012-8-528

Pour n dans N*, on considére I’espace vectoriel euclidien R™ muni de son produit scalaire canonique. Soit By et B
deux bases orthonormées de R”. On note P = (p; ;) la matrice de passage de la base B; & la base Bo.

Q1,Exprimer P~! en fonction de P.

n n
22
=1 j=1

Question de cours.  Soit p un parameétre réel inconnu vérifiant 0 < p < 1. Pour n dans N*, soit Xy, Xa, ..., Xp 1
variable aléatoires définies sur un espace probabilisé (U, A, P), indépendantes et de méme loi de Bernoulli d’espérance
n

Q2. Etablir Pinégalité

p. On pose pour tout n dans N* : X, = - Z X;.

Rappeler comment l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet de définir & partir de X,, un intervalle de confiance de

risque & (0 < a < 1) pour le paramétre p.
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