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oPTroN scrENTrFtQUE

Mercredi 30 avril2014, de B h. à 12 h.

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté etla précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
Ils ne doivent faire usage d'aucun docunrent : l'utilisation de toute catculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée.
Si au cours de l'épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d'énoncé, il la signalera sur
sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera anrené à prendre

Dan^s ce prcblèmc, on s'i.nl,ciresse à des opéro.tions dc lransport dans des situotions détermi,niste.s ou olé-atoires,
m,odé)isée.s d.e rn,anièlc tlisrt'i:1.e. ou. t:otti,nate-, d.o,n,s lc bu,t dc trom;er tun pro(Jrafitnt.e il.e l:ransport optintol tlont le
coû,t se-rait le phæ Jaible Tnssibk:.

Les parties I, II ct III sont largement indépendtmtes.

r Toutes lts variablcs aléatoirns considérris dans cc 1:r'oblèmc sont strpposées définiqs sur le urôme espace
pr'obabilisé (C,,a. f).
o Sous r&;erve d'existenc.c, on rlotê E(Z) l'<»pétance d'une variable aléatoire Z.

o Pour tout entier N supérieur ou égal à 1, on note t1g f'ensemble d<s applications de [l, JY] dans [t. À'].

Préliminaire

1 Soit N un cnti«:r supéricur ou éga,l à 2.

a) Quel c.st le nornbrc d'ôlénrents de I'ensemble t^* ?

b) Parmi les éi6nrcnts cle 61., quel cst le nombre <l'applications injet:tivcs et parmi celles-ci. combien sont

n-trictement rnonotorre-s ?

(les rÉpotstx; nux qucritions l.a) et l.b) seront données sans drimonstration)

2. Soit p un rcel vérifiant 0 < p < l.
On considère uneT,ariablc aléatoire X suivtnt la loi exponentielle de paramètre 1.

Pour tout r,; € Q. on pose : Y(u) : lpX(r,.r)1. oir [ ] clésigne la fonction partie entière

a) Vérifiu que Y est un<r variable aLôatoirc discrète. Calculer pour tout n € N, la probabilité P([1'= n]).

b) Itlorü.r'er quc la variable aléatoirc I'+ 1 suit urrc loi géométrique dont on précisera le ptramètre.

c) Établil los iuégalit«is strictes : 0 < E(Y) < p.

Tournez la page S.V.P.

Code sujet :280

U4



3.a) Pour tout couple (r,s) e N2, montrer que l,intégrale / r.(lnr)"clr est convergento.
(on poura utiljser le changement de variable , : -,ii "rra* 

o*,. justifé précisément sa valiclité)

b) Établir pour rout couple (r..s) e N2, l'égalité: / c.(lno),6, = _L1)":l_.Jo (r 1 1;,+t'

Partie I. Tlansport dans une situation aléatoire

on dit que Ia loi d'une r'uriable aldatoire Y æL aceessible depuis *nc variable aléatoire x, s,il cxiste ,neapplication ? : x(o) --+ IR tellc rluc Ia 
'ariable 

aréatoire ?(x) suit ra même roi que y.
L'application T est alors appclét we fonction ile tran^spor-tcle Ia l'ariable aléatoire x vcrs la loi de ÿ.
ou associe à ? un coût de transportc(?) défini, sous réserve c|existence, par: c(?): r((" - T(x»r).
Dans toute cette partie' x <lésigne une variabl. aléat.ixr vérifia't X(fl) =]0, lI et s*i,nnt la loi rrniformesur J0' r[, c'est-à-direr adructtant pour densité ln foncti.n fu créfinie par :

r*(,):{à 
,-i,:".10,,t

4's.itpunÉclvérifizrnt0<t'<t'Pourtoutreclae[0, 
1-pJ,<lrr,otedansccttetluestiorr,2;lafonction

définie sur ]0, 1[ par :

r, (,,.) : {i ï,:,. 
t, a + pt 

.

a) calculer la probabilité P([7"(x) = l]) ct cn dédnire qu. lts f<rnt:tiorrs 71, sorrt ries fo,cti.ns clc trausportdc X vcrs rrurr urônrc loi qur: l,on précisera.

lr) Vérifio quc lc r:oût de trtrnsporr C(e) est OSaf I j +p(l _ p) _ Zap.
c) Err tl(ftlrrir. la 

'alettr 
de a clui urinimisc c(7,) etexprimcr lc coût ,ri.inral corr.esp<»r6arrt c. Icrrrcti.n ,e p.

5. Scrit ?r et T2 Icu applicatious <ii:finies sur ]0, t[ par fi (:r) : _ lnz et T2(*) = _ ln(l _ c).
a) vi:rilicr quo 11 et ?2 sont de^s fcrnctions de transport de X vers uue loi qrre l,on précisera.
b) En utilisant lcs résultats de ra q*rxtiorr 3, courparcr lcs coûts dc transport c(T) et c(72).
c) À l'aicle de la qucstiott 2. ruontrcr qlre toutes l(§ lois g&lnrétriqutx; s<rnt accessitrltx; dcpuis x.

6' Dans cettc question' Y désigne une variabie aléatoire zxlmettant une clerrsité /r contiluc ct stricrelùentpositive sur IR.

a) Justilier qtro la f<rnction de rdpartition Fv tle ÿ.réalise une bijr:ction de IR sur l,intervalleou'ert ]0, l[.b) On note Iî, lo bijection réciproque dc Fy.
Àtlontrer cltrc rt;l trst u).lc ftrnctiou dc tr.ulsport de la vuiable aléatoiro X vers la loi cle y.

7- cas parli.culier : ort suppose Eu: y suit la kti normale cenlrée. ré.d,uitt:.

on ,ote Fv Ia fonctio' de répartition dc I,' et p ra dc'sité tx»rtinue s,r IR de y.

a) Établi, la r:onvcrgence cle l,inrégrale l_J , ,"rr, p{a) rly.

À I'ui,lorl,urrc iutégr.ation par partics. montrcr,,o" /*- aFv(a)ç(a, . I
J-æ -)d?l: %G'
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b) I\Iontro que l'inrrdral 
" I:: (y - Fv{a))2 ç(ùduesr convergente er la calculer.

<:) En dé<iuirc que lc coût de transport C(.F;l) est égal , * - #

Partie II. Tbansport optimal dans une situation déterministe

Dans toute cettc pârtie. N dtx;igne un entier supérieur orr égal à 2.

On considèrc À' ri'els dr,dz,.. ., di; (appelê points de d6part) et N riels at,e2t.. .. ary (appelés points rt'ar.rivéc)

On posc : D = ldt,dz,...,</y) ct r{ : {or,az,.,.,aN}.

8.a) À,Iontrcr quc porlr torrt r:orrple (À. l) e [], Nnr, on a : d1.a1 2 dr,at * d,2ap _ d,ps. 
N

b) En déduirc à l'aide rl'unc clotrblc somrnation clre pour tout N-uplet (h, pz,. . ., pN) € Rf tel que f pr : 1,

onà:

È,.r- ,*, (È^ r-) . (Ë^,-) (,)
Â=l \r=

9. Soit t € tr,.. On rirordonnc la listc (r(1), r(2), . , r(À')) sclon Ies vrücurs croissantes et on note
ntors(1t),12),...,î(N)) lalistcordonnéeotrtcnuc.Onadorrr:,11r;çî(z)<...<lrr,;.

lrN
a),Irrstificr pour tout n e [I. l[]. l'inégalité, f urfut < I rî*.,.

N t:-t noi* N \
lr) On pose rlo:0. Jrrstificr l'égalité , f a, nth)= I (trr, _ d*_r) I r,,o, ).

* *=' 
n:l \ *=t /

c) Établir I'inégalité , I.l. a r(a) ( Ld,,o1t.r. (2)
rt=l rr=l

On appellc program.m.e de transport, toute bijectiou ? de D sur,4. et cotrtd'un pr<lgramure de transport ?, Ia

somme c(?) définie par : c(T) : I (ao - 
"(,io))2.À'= 1

10. Soit î l. p.ogr,rrome de rransport cléfini par : pom tout & € [], Nn, i(de) : ok.

Dédrriro des questions prixÉcklutcs rlxr lc plogrzrrrrrr" f est optiural. I'sst-à-4ire clle pour tout pr.ogrânlm() de
trarrsport ?, on a : t:(T) 2 c(1).

ll. Interprétation,probahiliste des inéoali.tés (1) e.t (Z).

Soit à une applirtrtion croissante de lR dans IR.

a) En utilisant I'inegalité (l). établir pour toute variable aléatoirc tliscrète X rre prenant qrr,un rxlmbrc lïni
de valeur.s. r'inégalité: .0'(x â(x)) > E(x)E(Il(x)).

b) Que pelrt-on en déduirc potrr le coefficient dc corrélation linéaire de X ct à(X) brsque les variancqs de X
et à.(X) sont stricteûrent positives ?

c) En utilisant I'inégalité (2). montror que si X etit une variable aléatoire discùte suirant la )oi uriforrnr:
srrr [1. r*] et I un élénenr de tx, ou a : E(à(X)r(X)) < E(i](X)î(X)).

Tournez la page S.V.P.
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Partie III. Tlansport optimal dans une situation aléatoire

Les défini.tion"s d,e Jonction d,e transport et de coû,t d,e transport sont identiques à celles d,onnées ilans le préombule
d,e la portie I.

Dan^s toutc cette partic, U drsignc une variable aléatoire vérifiant U(n) = [0,t] et suivant la loi uniforrne srrr
Iesegment [0,1].

Soit Y une rariable aléatoire adruettaut unc densité /y nulle hors d'un segment Ir, ,0] (a < B) et dont la
restriction à ce segment tlst continue et stricternent positive. On note Fy la fonction de repartitiou de ÿ.
On suppose I'existence d'une f<rn<tion.g dc classe Cr sur [0,1], à valeurs dans [cu,3], telle que la r,ariable

aléatoire Z = S(U) srrit la même kri quc Y.

12. Pout tout entier À > I, on pose pour tout u € Q :

x,v(o): { 
t'+NU(*')l'::,:'"''' et Y,y(o):r(ry)

[ ,nr si u(o): 1

a) touver la ioi de Ia variable aléatoire X1,,.

b) Établir I'existeucc d'unc constar:te À > 0. indépen<Iante de N tello que : Vu e Q, lZ(w)- y.r(r)l < +.
«J I\'lontrer que pour tout r(,cl ÿ. on a , rr.(y- +) < p(tfî < yl).

\ .'\'/ '

13. Pour tout k € [1,NI, on pose : t;,,(Ë) : r(+). Orr défrnit al.rls îy à partir (lo t.\. (.onrûrc Îà partir <ie t
dans ln qrrcstion 9.

a) Étattir poul tout k e [r.Nl. læ inégalites' n.(entrt - +) < p(t]î . î,r(t )l) < +
b) On note F;t la f<rnction 1{çiproque de la restriction à [n,9] de la f<lnction l?y.

À{o.rrer q,epo,,r tour t:uricr À, > 1, uu u, lË *r(*) . *Ë*(t'(*) . *)
r:) En déduire I'inégalité : E(u o{u)) < E'(urtl(u)).

I4.a) Parrui les f<rnctions de transport tle <:la^sse Cl de LI vers la loi dc Y, tr'ouvcr une f<rnction de transport ?* 
.e

de coût minimal. 
È

b) On srrpposc que Y : l4U - 21. Déterrniner 7'* et C(T'). 
Ë
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