EXERCICE 16 IF.C.

| Exercice | Dérivation sous le signe somme 1.

+oo oo
Q1. Montrer que F':z — / et cos(zt)dt et Gz — / te sin(xt) dt sont définies sur R.
0 0

1
Q2. Montrer que:Vz € R, G(z) = 3 z F(x).
Q3. Soit a un élément de R.

F(a+h) —

F(a)
Y + G{a)

Montrer que Yh € R¥, ‘

h| [T
< l2—| / et dt (on pourra utiliser Pinégalité de Taylor-
0
Lagrange).

En déduire que F' est dérivable en a et que F'(a) = —G(a).

22 a1
Q4. Déterminer F' (on pourra considérer H : z — ¢'5 F'(z) et utiliser f0+°° eV dt = \—/2_1)

Traité dans LYON 1994 Pb 2. Dans LYON 2006 Pb 1 on dérive z — / et sin(at) dt.
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EXERCILCE 4= JF.C.

[ Exercice ‘ Dérivation sous le signe somme 2. Représentation intégrale d’une fonction puissance.

ESSEC 2007 MI partie 1

Préambule: on désigne par ¢ une application définie et continue sur R** et & valeurs positives telle que l'intégrale

+co
/ 1(‘0_’(_ 22 dt soit convergente et on lui associe la fonction f d’une variable réelle définie par:
0

f(z) = /0+oo (1—i—tz - %H) o(t) dt.

Question préliminaire : Montrer que f est définie sur R *.

(2%
1+12

Dans toute la suite du probléme, pour de telles valeurs de «, on désignera par f, 'application définie sur R** par:

+co
Q1. Pour quelles valeurs du réel ¢, intégrale / dt est-elle convergente ?
0

t 1
1+t z+t

Vz € R, fa(x):/0+°°( )tadt

Q2. Exprimer fo & Paide des fonctions usuelles.

Q3. On suppose que a €] - 1,0[.

164

00
Pour z dans R**, prouver la convergence de l'intégrale / ; dt et, & laide d’un changement de variable,
0 .

z +
Iexprimer en fonction de z% et d’un réel ne dépendant que de « .

En déduire l'existence de ¢ et d, réels ne dépendant que de a, tels que:Vz € RT*, fo(z) = cz¥ +d.
Préciser le signe de c.
Q4. On suppose que « €]0,1].

a) Lorsque z et h sont des réels tels que > 0, 2z + h > 0 et h # 0, vérifier la relation:

fa(z + ) — fa(z) _/+°° to
e

h PSP

+o0 o
t
Montrer alors que f, est dérivable sur R** et que: Vz e RY*, fl(z)= / CEE dt.
0 P

b) Justifier la relation: Vz € R**, f.(z) = fL(1)z>"1.
En déduire existence de c et d, réels ne dépendant que de a, tels que: VR, fo(z) = cz® + d.

Préciser le signe de c.
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EXERCICE 1& JFC. p. 18

Exercice ; Dérivation sous le signe somme 3. Transformation de Laplace.

2 +m
Etude de z — / ft) et dt.
0

E est 'ensemble des applications continues f de Rt dans R localement dominées au voisinage de 400 par un ménome
c’est & dire telles qu’il exite un réel strictement positif A et un élément p de N vérifiant :

JA e RY, Vt € [A, +oof, |f(t)] < M.

+oo
Q1. Soit f un élément de E. Montrer que pour tout réel z strictement positif, I'intégrale / f#)e "t dt est
0

absolument convergente.

“+oo
Dans la suite si f est un élément de £, Ly est 'application de R** dans R qui & = dans R** associe / f(t)e "t dt.
0
L est la transformée de Laplace de f.

Q2. n est un élément de N. Vt € [0, +00[, un(t) =t™.

. R n!
a) Montrer que u, appartient & E et que Yz € R**, L, (z) = e
b) f est un élément de E. Montrer que u,, f appartient & E.
Q3. f est un élément de E. On se propose de montrer que Ly est dérivable sur R*~.

[l

2
a) Montrer que pour tout réel u:|e* — 1 —u} < %— e {on pourra utiliser Taylor).

b) a est un réel strictement positif. h est un réel non nul tel que: || < a/2.

_ +00
Montrer que A(h) = Lyfat h})L Ls(a) + / tf(t) e * dt a un sens.
0

Montrer que : |A(h)| < @ /0+00t2|f(t) le~(a=IhDE gt < @ /;oo 2 £(t)] e~ %* dt.

En déduire. que Ly est dérivable en a et préciser (Ly)!(a).

Remarque Ly est dérivable sur R** et (Ly)" est la transformée de Laplace de t — —tf(t).
Q4. f est un élément de E. On pose, pour tout élément n de N, f,, = u, f.

Montrer que pour tout n élément de N , Ly est n fois dérivable et que (L;)™ = (=1)"L,, .
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