LYON 1999 DEUXIEME PROBLEME

1. a. b. t — 1 —t est de classe C! et strictement positive sur ]0, 1] et In est de classe C! sur R**; par

1
composition t — In(1 — t) est de classe C* sur |0, 1[. Comme t — 7 est de classe C! sur 0, 1], par produit

’ f est de classe C! sur ]0, 1] ‘

In(1—1¢ —1
MN—Tzlcar ln(l—i-x)gx.

Montrons que f est continue en 0. — ; >

Par conséquent : }E,% ( — M) =1= f(0). Ainsi ’ f est continue en 0 ‘

, 1] -1 , 1 t
vt €]0, 1], f(t) = 5 L_t xt—1In(1— t)} donc | Vt €]0,1[, f'(t) = 2 [ln(l —t)+ 1—t] )
c. f(t) = ﬁ (1= ) In(1 1) +t]3tl2 (1= 6)In(1 —£) + 1.

Cherchons un équivalent en 0 de t — (1 —¢)In(1 — ¢t) + ¢t. Pour cela utilisons des développements limités

d’ordre 2 au voisinage de 0.
IQ t2
In(l+2)=xz— 5 +o(z?). In(1 —t) = —t — 5 +o(t?) et 1 —t=1—t+o(t?).

Donc (1 —#)In(1 —t) = (1 — t)(—t — g) +o(t?) = —t — g +t2 4 o(t?) = —t + g +o(t?).

t2 t2
Ceci donne encore: (1 —t)In(1 —¢) +t = £ + o(t?). Par conséquent (1 — ) In(1 —¢t) + tF 5
. gl 1 1 1 2 1
Finalement : f'(t) e [(1—¢)In(1 —t) + 1] v > 5=73
Ainsi | Tim f(1) = 1
insi | lim =3

f est continue en 0, de classe C! sur ]0,1[ et f' admet une limite finie en 0. Le théoréme de la limite de la

1
dérivée nous permet de dire que ’ f est de classe C! sur [0,1] ‘ Notons encore que I'on a f'(0) = 3

d. La fonction In est concave sur R** puisque sa dérivée seconde est négative. Sa courbe représentative est

au-dessous de toutes ses tangentes, en particulier de sa tangente au point d’abscisse 1.

Donc Vo € R**, Inz < (In"1)(z — 1) +Inl =2 — 1.

Ainsi:Vt €]0,1], —In(l1 —¢) =1n

Il vient alors sans difficulté:| V¢ €]0,1[, In(1 —¢) + —— >0 |.

1 t
e. Ce qui précede montre que: Vt €]0,1[, f'(t) = 2 {ln(l —t) ﬁ] > 0.

1
Comme f'(0) = 5 :Vt € [0,1], f'(t) > 0. ’ f est croissante sur [0, 1] ‘



1
lim —— = —1 et limIn(1 — ¢) = —oco. Donc | lim f(t) = +o0 |

t—1 t—1 t—1
t 0 1
f(@) +
—+00
f e
1
f. Courbe!!

x
2. a. Si x est un élément de [0, 1], f est continue sur [0, z] donc / f(¢t) dt existe.
0
1
Montrons maintenant que / f(t) dt existe.
0

f est continue et positive sur [0, 1], et équivalente au voisinage de 1 & ¢t — —In(1—¢). Ainsi / f(t) dt existe
0

1

des que / In(1 — t) dt existe. Montrons la convergence de cette derniere intégrale. Soit o un élément de
0

10,1].

Une intégration par parties simple (u/(t) = 1, v(t) = In(1 —¢), u(t) = ¢t — 1 et v/(t) = %) donne

/Oaln(l—t)dt: [(t—1)1n(1—t)}:—/0a(t—1)l_1tdt=(a-1)1n(1_a)_/oa1dt.

/aln(l—t)dt:—(1—a)ln(1—a)—a.
0

Ainsi lim In(1—-¢)dt = (l1_>ml (— (I-a)ln(l —a)— a) = —1 car lim ((1 —a)ln(1l - a)) =0.

a—1 0 a—1

1 1
Par conséquent / In(1 — t) dt existe et vaut —1; donc f(t) dt existe.
0 0

T
Finalement / f(t) dt existe pour tout élément x de [0, 1] |
0

b. La restriction de g & [0,1] est la primitive sur Uintervalle [0, 1] de la fonction continue f, qui prend la

valeur 0 en 0.

Ainsi g est dérivable sur [0, 1] et ’ Vr e [0,1], ¢'(z) = f(x) ‘

f étant de classe C! sur [0, 1], il en est de méme pour g’. Alors ’ g est de classe C% sur [0, 1] ‘

Montrons que g est continue en 1. / f(t) dt converge, donc par définition :

ggll/fdt/f g(1).

Ainsi | g est continue en 1 ‘

. Soit 7 un dlément de 10, 1], &) =9 _ xil [/Ozf(t)dt—/olf(t)dt] = —ﬁ /:f(t)dt

r—1




g(x) —g(1) _

rz—1 C1l—=x

/ f(t)dt. Minorons cette derniere intégrale.

H—M—l

Soit o un élément de |z, 1[. Vt € [z,a], —In(1 —¢) > 0et — > 1; donc V¢ € [x,q], f(t) > —1In(1 —1).

«
Comme « > z il vient en intégrant entre a et : / f)de > / [-In(1 —¢)] dt. Calculons cette derniére

intégrale en faisant une intégration par parties analogue & celle faite dans a).

/a [~ In(1 — )} de = [~(t-1) 1n(1—t)]:—/a (- 1)% dt = —(a—1) In(1—a)+(z—1) In(1—2)+(a—xz).
Ainsi:/af(t)dt > /a [FIn(l—-¢)]dt=(1-a)ln(l—a)+ (z—1)In(l —z)+ (e« — )

En faisant tendre « vers 1 il vient : / fOdt=(x—-1)In(l—a)+1—=.

1
En divisant par 1 — z, qui est strictement positif, on obtient : 1—= / f@)dt 2 —In(1 —z)+ 1.
-

—1 e
Ainsi: g() == / ft)dt > —In(1 — z) + 1 pour tout élément x de ]0, 1[.
xr— -z

—g(1
Or liml(— In(1 —x) + 1) = 400 donc lim1 M = +o00 | Par conséquent g n’est pas dérivable en 1.
z— T— T —

Exercice Retouver ce résultat en utilisant lim1 f(z) = 400 et le théoréme des accroissements finis.
r—r

d. x |0 1
g'(z) +
g(1)
9 |, S

e. Vo € [0,1], ¢"(z) = (¢')'(z) = f'(x) = 0. ¢” est positive sur [0, 1] donc ’ g est convexe sur [0, 1] ‘ et

méme sur [0, 1].

f. Courbe!!

3. a. Ceci est un résultat de cours. Sit appartient a [0, 1], |t| < 1 et :’ la série de terme général t" converge |.

1
De plus Z t" = T3

1— tn+1 tn+1

b. Yn €N, vt € [0,1], Z th = Ztk Ztk t_ — =1

k=n-+1

tn—i—l
1—1

Vn eN, Vt € [0,1], R(t) =

[0,1] ‘ comme quotient de fonctions continues sur [0, 1].

c. Soit x un élément de [0, 1] et n un élément de N.



T 1 T +oo T n n T T
—dt:/ tk dt:/ t* + R, (1)) dt = /tde—/ R, (t)dt
[ [ (X )as [ (Lermo)a=3 [t [ o
Tl B M rama=3 2[R
= + [ R,(t)dt= +/ R, (t) dt.
/0 1—t ];){k—&—lh 0 ,;k‘f'l 0
x 1 n Qj‘k+1 x
Wn € N, Vme[O,l[,/ B +/ Ro(t)dt
o 1—t k1 o

d. Reprenons n dans N et = dans [0, 1].
1 1 tntl 1

t <—< t t"t1 > 0. D t < < Tt
Yt € [0,z], 0 T 0. Donc Vt € [0,z], 0 T
En intégrant entre 0 et = (0 < z) il vient :
* 1 tnt2 x x
0< [ Rp(t)dt < = X"t ——————x1
, Bl 1—x{n+2h I-0)n+2) I—0)n+2)
Done | Vn € N, Va € [0,1], /R i
(n+2)(1—x)
n k+1 T T
e. Soit z un élément de [0,1]. ¢) donne:Vn € N Z a = / 1 dt —/ R, (t)dt.
’ ’ =kt o 1—t o
xT
Comme lim ——— = 0, Pencadrement de d) donne alors lim R, (t)dt = 0.
n——+oo (n + 2)(1 - 17) n—+oo Jo

n k+1 3 z
Ainsi  lim - :/ Ldt:[—ln(l—t)] = —In(l —z).
—>+ e 0 0

s T LRl
Donc, | pour tout élément z de [0, 1], la série de terme général 1 converge et ZO Pl In(1—x) |
+oo k In(1 —

En divisant par x élément de |0, 1[ on obtient : Z ki 1=~ a( . 2) = f(x).

+00 k
Ainsi: Vz €]0,1], f(z) = Z . Ceci vaut encore pour x = 0 car f(0) = 1.

=kt
Donc | Vz € [0, 1], Z

z" 1
4. a. Soit x un élément de [0,1]. Vn € N*, 0 < — < —;- De plus la série de terme général % est
n n

convergente. Les regles de comparaison des séries & termes positifs montrent alors que la série de terme
n

général — converge.
n

n
Ainsi | pour tout élément x de [0,1] la série de terme général —; converge |.
n

B

|
(1=
N
N~
—_

>
Il
o

b. Soit n un élément de N. V¢ € [0, 1], pn(¢ Z Z
Mt k +1 k +1 P



n

f est continue sur [0,1] et t — Z
k=

egalement. Par différence :| p,, est continue sur [0,1] ‘ et ceci pour

tout n élément de N.

c. Soit x un élémént de [0, 1] et n un élément de N.

/f £)dt = /Liokﬂ /O(kioljlwn(t))dtzé/ox

PSR z n_ gkt @
g(x) = kZ:O [M]o +/o pn(t)dt = Z FE +/O pn(t) dt.

k=0

tk z
dt (1) dt.
S +/Op<>

Ve e [0,1], Yn € N, g(x Z e /pn(t)dt
0

k=0

d. Soit n un élément de N et soit ¢ un élément de [0, 1[.

1 1
Observons que: Vk € [n+ 1,400, Pl < s Ainsi avons-nous :
+oo +oo
1 L1 1 gl 1
n < th = Rn t) = < .
< Pl :Z nt2 _Z+1 e 0= S T S araa oy
VneN, Ve e [0,1], 0< pult) € —

Remarque On peut encore retrouver ce résultat en utilisant 3 d).

1
e. Soit n un élément de N et x un élément de [0,1]. Vt € [0,z], 0 < pp(t) L ————-
01 ¥ € 0.2], 0 pu(8) <

En intégrant entre 0 et z (0 < z) il vient: 0 < /Ompn(t)dtg ni2/$ 1it t= n-11-2 [fln(l ft)}:.
Donc:|Vn e N, Vz € [0,1], 0 < /Ompn(t)dt < %

f. Soit z un élément de [0,1]. Vn € N, 0 < /O:C pn(t)d io ) m?(llJr_;).

Comme ngg}oo (—m) = 0 il vient par encadrement : ngg}oo Z;) (kxjfllﬁ = g(x).

n+1 —+o00 JZk
. _ ; S Aira . i
u.ngr}rloo Z 2= () clest a dlre.z i g(x).

+o00 n
Ainsi | Vz € [0,1], g(z) = Z %

n=1

Exercice Montrer que ceci vaut encore pour x = 1

“+oo
(on pourra en utilisant la définition prouver que hm Z Z




