L7 ON 1994, ' 28me PROBLEME

+()O
Pour tout entiern>1,onpose I, = 1 .
' (1 + x3)n
0
I - Calcul de I4
+00
1. . Montrer que lintégrale I, = J ] 1 3 dx est convergente.
+x3 :
2. Vérifier que, pour tout réel x #— 1,
1 1] x—2
14+x3  3i{x+1 x2-x+1
3. On considére la fonction f définiesur [0, +e [ par
f(x)=In(x?=x +1) — 23 Arctan Gl

Calculer la fonction dérivée de f .

En déduire 14 .
I - Etude de la suite (I,) ns4

. ) +°° "
1. Montrer que, pour tout entier naturel n > 1, Pintégrate 1, = j -1— dx -~ est convergente .
0 »(1 + x3)n ’
2. A l'aide d’'une iniégration par parties, montrer que, pour tout entier natureln>1,
3ni ,i=@n-1)1,.

Montrer que la suite ( I, )1 est convergente.

3. Soient a un nombre rée! strictement compris entre 0 et 1 et n un entier supérieur ou égal & 1.

Montrer les trois inégalités suivantes :

e .1 ~ = \
J_l—ndXSa, J_J_T)dst_ﬁ;., J;dxs o
o (1+x3) o (14x%)" | (1 +ad)’ (L8 3n-1

4. Déduire de la question précédente la limite de la suite (I )ps1 -




Il - Etude de séries numériques associées a la suite (I)p>1 -

1. On considere les trois suites définies par :
pournx1, upa=n¥31,, vy=Ilnuy, , Wo=Vq,q1—Vn.

a. Calculer le développement limité & 'ordre 2 de w,, en fonction de 1.
_ n

Quelle est la nature de la série numérique de terme général w, ?

b. En déduire que la suite ( up ) > 1 converge vers un nombre réel h strictement positif. (On ne
cherchera pas a calculer h).

¢. Indiquer la nature de la série numériqué de terme général I, .
2. On considére la série numérique de terme général a, = (—1)™11, pourn=>1,
a. La série numérique de terme général a, est-elle absolument convergente ?

. 1]
b. Soit A = X a, ,pourtoutentiern=1.
k=1

Verifier que +°°1 _ ="
' 1+x3)"
An = ( * ) . 1 dx. .
A1 1+x8
: 1+
0 14+x3

c. Montrer que la série numérique de terme général a,, est convergente.

d. Scit t un nombre réel strictement positif. +oo
A Faide d'un changement de variable simple calculer l'intégrale j 1 dx .
' o t3+x3
o0

En déduire lavaleurde X a .
n=1



