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Les parties I et II peuvent être traitées de façon indépendante sauf la question II-3 qui utilise les résultats de I.

Partie préliminaire

On considère les deux matrices à cæfficients réels

I t-r o\ lo o 1\

^=(-; ri,)' B=(?-? 
-l/

Pour a et b réels, on pose Ma,b = aA + b B .

Enfin, on note 6 l'ensemble des matrices Ma,o, c'est-à-dire

6={M",u/(a,b) elR2}.

1. Montrer que 6 est un espace vectoriel sur lR .

Quelle est sa dimension ?

2. Exprimer en fonction de A et B les matrices suivantes :

A2, AB, BA, 82.

3. Est-ce que le produit de deux matrices de tf appartient à 6 ?

Est-ce que ce produit est commutatif ?

Partie I . Éléments propres des matrices de 6.

1. Montrer que 83 + 82 - 28 = O.



2. a. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de B .

b. Montrer que les vecteurs propres de B sont des vecteurs propres de A. Quelles sont les valeurs

propres associées ? Est-ce que B et A sont diagonalisables ?

3. Soit M",6 une matrice de 5.
a. Montrer que les vecteurs propres de B sont des vecteurs propres de M",p.

b. Préciser, en fonction de a et b, les valeurs propres de M",s. Est-ce que M",p est diagonalisable ?

Partie II . Exponentielle d'une matrice de 6.

Soit M",5 une matrice de E telle que (a, b) + (0, 0) .

On considère les deux matrices suivantes :

Mr=A+8, Mz=A-28.

1. a. Calculer en fonction de M1 et M2 les matrices suivantes :

(Mr)2, Mr Mz, Mz Mr , (Mz)z.

b. Montrer que (M1, M2) est une base du lR-espace vectoriel 6 .

c. On Pose M",6 = x Mr + Y Mz.

Exprimer x et y en fonctton de a et b.

2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 1.

a. Calculer (M1)n et (Mz)n.

b. En déduire l'expression de (M",s)n en fonction de n, a, b, M1 et M2.

c. on pose Sn =-ï *(Mu,u)k avec laconvention suivante :

(M",0)o = I matrice unité d'ordre 3.

o Montrer qu'il existe deux réels l,n et pn tels que

Sn=I+î'nM1 +lrnMz.
o Montrer que les suites (Àn) et (pn) convergent vers des réels l, et p que l'on déterminera. On

rappelle que, pour tout réel x ,

+æ

I l="*.
n=0 n !

3. On pose alors

eMa,b=I+ÀM1 +FMz.
Déterminer les vecteurs propres et les valeurs propres de eM"'b.

Est-ce Que eMa,u est diagonalisable ?
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