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PROBLEME 1

lR IXl désigne l'espace vectoriel des polynômes à coefficients réels.

On note E le sous-espace vectoriel de lR IX] formé des polynômes de degré inférieur ou égal à 3'

on note ,'l] tabasecanonique de1: ,fi - (1, X, x2' x3) .

On définit les polynÔmes suivants :

1

Po(x) = - + (x- 1) (x-2) (x-3)

1

Pr(X) = zX(x-2) (X-3)

Pz(x) = -+x(x- 1)(x-3)

1

Ps(X) = 6 X(X-1)(X-2)

1. a. Pour tous entiers i et j entre 0 et 3, calculer P; ( j).

b. Démontrer que ta lamille ? = (Po(X), Pr (X), Pz (X), Ps (X)) est une base de E'

c. Donner la matrice de passage Ae ,'B a (€. 
On note M cette matrice.

d. Calculer ,-1 par la méthode du pivot de Gauss : le détail des calculs devra figurer sur la copie.



2. On définit le polynôme :

P(x) = x(x-1)(x-2)(x-3) .

On note (p I'application de lRIX] dans lui-même qui, àtout polynôme T(X), associe le restefl]
de la division suivant les puissances décroissantes de T(X) par P(X).

a. Démontrer que <p est linéaire.

b. Démontrer que, pour tout polynôme T(X) :

-//^\\
T(X) = T(0) Po(X) + T(1) Pr (x) + T(2) Pz(X) + T(3) Ps(X) .

c. En utilisant la formule vue en b., déterminer les composantes des polynômes 1, X, X2, X3 dans la
base ?. Quel résultat retrouve-t-on ainsi ?

3. Soit S(X) un polynôme de lR [X] .

On désigne par V l'application qui, à tout polynôme Q(X) de E, associe O(X)S(X).

a. Démontrer que ÿ est un endomorphisme de E.

b. calcuter V (po (x)),V (p, txl), V (p, (x)),V (p. txl) .

Est-ce que V est diagonalisable ?

c. On se place ici dans le cas particulier: S(X) = 2X3 + X2 -3X + 1 .

Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de V.
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