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MATHEMATIQUES
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Sont autorisées :

- regles graduées,

-calculatrices de poche, y compris les calculatrices programmables et alphanumériques,

a fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d’accompagnement et de format
maximum 21 cm de long x 15 cm de large.

PROBLEME 1

Dans ce probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 3.

On definit la matrice A, = (& ;)

1 <j<n carrée d’'ordre n 3 coefficients réels, de la maniére suivante :
1<j<n
si 1<i<n-1 :ai,i+1=i;
si 2<i<n :ai,i_1=n+1——i;

si j#=i—1 et j=i+1 D a;=0.

/ o 1 o0 0 \
n-1 0 2
0 n-2
Ainsi : A, = .
. . 0
= . . n-1
\ 0 0 1 0 }



On suppose, dans cette question seulement, n=3: A=

o N O
- D -
N

a. Déterminer les valeurs propres de Az.
b. La matrice A, est-elle diagonalisable ?
c. La matrice A5 est-elle inversible ?

Dans toute la suite du probléme, E désigne 'espace vectoriel des polyndmes & coefficients réels de
degré inférieur ou égalan—~1.
On note 4 la base canonique de E :
A =1, X, .., XNy,
On note u 'endomorphisme de E dont la matrice dans la base 3 est A, .
a. Calculer u(1), u(X"="), et, pour tout entier jtel que 1<j<n-2, u(Xf) .
b. Démontrer que, pour tout élément P(X) de E :
u(PX)) = (n=1) X P(X) = (X2-1) P’(X)
(ol P’(X) désigne la dérivée de P(X)) .

Dans cette question, A désigne un nombre réel. On suppose que A est valeur propre de
I'endomorphisme u, et on considére un vecteur propre P(X) associé & cette valeur propre.
a. Onsuppose : A #n—1.Montrer que 1 est racine de P(X) .
b. Onsuppose : A= 1-n. Montrer que —1 est racine de P(X) .
¢. Onsuppose: A=n-—1. ~

Montrer qu'ii existe un polyndme T(X) de E et un entier naturel non nul s tels que :

P(X) =(X+1)®*T(X) et T(-1)=0.
Montrerque: s=n-1.
Montrer que T(X) est un polyndme constant et non nul.

d. Onsuppose: A=1-n.

Montrer qu'il existe un réel non nul a tel que :
P(X)=a(X-1)n-1.
e.Onsuppose: Az1-net A=n-1.
Montrer qu'il existe un polyndme ‘T‘(X) de E et deux entiers naturels non nuls r et s tels que-:
P(X) = (X=1)"(X+1)ST(X) et T(-1)=0 ' et T(1)=0.

Montrer que : 1<r<n-2,
s=n—-1-r,
A=n—-1-2r.

Montrer que T(X) est constant et non nul.
a. Pour tout entier naturel rtel que 0 <r<n -1, caleuler uf(X—1)"(X+ 1)"=1=1].
b. La matrice A, est-elle diagonalisable ? ‘

Démontrer que @= ((X-1)"(X+1)"""") < <,-1 €St une base de E .

La matrice A, est-elle inversibte ?
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