LYON 2000 DEUXIEME PROBLEME

Dans tout ce probléme, a est un réel tel que 0 < a < 1.
I - Calcul d’une somme et d’une intégrale

1. Pour tout n € IN* et tout z € [0; 7], on note :

n

Crnlz) = Z cos(kz).

k=1
a. Montrer, pour tout n € IN* et tout z € [0; 7] :

14+2C,(z) = Y &t

k=—n
b. Etablir, pour tout nombre complexe z tel que z # 1 :
n
1 — 2n+1
k=-n -z

c. En déduire, pour tout n € IN* et tout z € 10; =] :

ol o+ 1)
2an(3)

T sin((n + g)x)
= dz existe et calculer sa valeur.

2. Soit n € IN*. Montrer que intégrale J, = /
0 . [T
‘7sm<—2~>
On note‘ga : [0; 7] — IR I'application définie par :
0 siz=0

s T
S Ju—
‘n(2>

3. Montrer que v est de classe C! sur [0; 7] et calculer '(0).

T 1
4.  On note, pour fout n ¢ N* : ], = / w(z)sin ((n + 5) :c> dz.
- 0
Montrer, grace a une intégration par parties, que I, tend vers 0 quand l'entier n tend vers U'infini

II - Calcul de la somme d’une série

.
On note, pour n € N* :  w, = / cos(az) cos(nz)dz.
0

1.  Montrer, pour tout ne€N*:

Z " sm(7ra) + %In s
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2.  En déduire que la série Z u, converge, et calculer sa somme (on pourra utiliser les résultats d
n>1
I.2. et 1.4.).

3. Calculer, pour tout n € IN*, u, en fonction de a et de n.

4. Etablir:

+Z°° 2(~1)"ta o« 1

= n?— a®  sin(ra) a

IIT - Calcul d’une intégrale

Daus cette partie, o désigne un réel tel que a > 1.

1.  Justifier 'existence de l'intégrale / .
, y  l+t®
too gt Tds Toeo d¢
: = = — H(a)= )
On note F(a) /0 gl Gla) /0. T (a) /1 e

2.a. Montrer, pour tout réel t de [0; 1] et tout n de IN :
t(n-{»l)a

_ tkcx 1n+1
1+ta Z DT e

1 t(n-i—l)a
b. Montrer que / T dt tend vers 0 lorsque l’entier n tend vers l'infini.
. 0
s » (- : 2R (~1)k
c. En déduire que la série z; p converge et que : G(a) = ;} P

3.a. En utilisant le changement de variable défini par u = t1~*, montrer :

1 a
H(a):a—-lG<a——1)’

et en déduire :

oo n—1
H(a) = Z (_T_l_)__

ne—1
1

n=

O")*1+Z n2a2)

4.  En utilisant le résultat de II. 4., établir finalement :
s

F(a)z—% .

sin —
a

b. Etablir:

n-1
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