Programme ESC d’E.M.LYON

CONCOURS D'ENTREE 2004

MATHEMATIQUES

1°'® épreuve (option scientifique)

Lundi.3 maf 2004 de 8 heures a 12 heures

Les candidats ne doivent faire usage d’aucun document ; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. :

Seule I'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

PREMIER PROBLEME

*® gint

t—l—mdt

+
I - Etude de la fonction z — /
0

On note I : ]0;-‘{—00{——‘; R et G :]0;+0c0[— R les applications définies, pour tout réel

z €)0;4co[, par:
F(z) = / e G(z) = / S du.
1 U ‘ 1

U

_cosg T cosu
+cosl —

1.a. Montrer, pour tout réel z €]0;+oo{: F(z) = du.

u2
En déduire que F admet une limite finie en +oo. On note a cette limite.

b. De maniére analogue, montrer que G admet une limite finie en +oo. On note § cette limite.

+oo _: +co
L sinu cos U
c. En déduire que, pour tout réel & €]0;+o0[, les intégrales / du et / du
z z

u u
du = a — F(z) et/

T

sinu

+ oo
convergent, et que : / du = g — G(z).
’ z

U

2.a. Montrer, pour tout réel z €)0;4-o00] et tout réel T' €]0; -+oof :

T gint +T ginw e+T cosu
dt = cosz ———dy —sinz du.
] t + z U z U

sint
i+ 2z

+oo ¢ “+oco _: ‘ —+00
sint S1N U ) cos U
dt = cosz du —sinz | du.
0 t+z z U @ U

+ o0 .
b. En déduire que, pour tout réel z €0;+o0], 'intégrale / dt converge et que
0
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On note 4 : ]0; +o0] — IR I'application définie, pour tout réel z €]0; 400, par :

e g
A@Q:i/ :ftdt
0 T

Montrer que Papplication A est de classe C? sur [0 ;+00[ et que, pour tout réel z €]0; +oo] :
1
A'(z) + Ae) = —
Etablir que A(z) et A'(z) tendent vers 0 lorsque z tend vers +oco.
1
a. Montrer : Vz €]0;1], 0K / S8 du < ~lnz.
: U
+° cosu
b. En déduire que sinz / du tend vers O lorsque z tend vers 0 par valeurs strictement
positives. :
too o oo i
c. Montrer que 'intégrale Y gy converge, et établir que A(z) tend vers / 1Y du
0 U 0 U
lorsque z tend vers 0 par valeurs strictement positives.
. +oo e~ ot
II - Etude de la fonction z —— / . dt
/o 1 + $2
Montrer que, pour tout réel z €]0;+oo[ et tout entier naturel %, I'application t — ¥ =%t est
+00 tk —at
bornée sur [0; 400, et en déduire que l'intégrale / 1 i v dt converge.
0
On note, pour tout entier naturel &k, By: ]0; +oo] — IR V'application définie, pour tout réel
+o0 tk e—ct
z €]0;+oo[, par ;. Bp(z) =/0 T dt
a. Montrer, en utilisant par exemple I’'inégalité de Taylor-Lagrange :
2
Yu € R, ‘le“ —1- ul < %—e‘“l.
b. En déduire, pour tout réel z €]0;+o0o[, pour tout entier naturel & et pour tout réel h tel que
o<m<§:
Bi(z + h) — Br(z h T
( }z (2) + Birt1(2)| € 1—2'1]3“2(*2—)'
c. Montrer que, pour tout entier naturel k, By, est dérivable sur ]0;+o00[ et que :
Vo €]0; oo, Bi(z) = —Brsa().
d. En déduire que By est de classe C? sur ]0; +o0[ et que, pour tout réel z €]0; +oo] :
1
By (@) + Bo(z) = —
Montrer, pour tout réel z €10 ;400 :

1 1

et en déduire les limites de Bg(z) et B{(z) lorsque  tend vers +oo0.
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1

v Hoo
4.a. Montrer : Vz €]0; o0, e_ﬁ/O D dt < Bo(z) < /0 1482 de.

b. Justifier, pour tout réel y € [O; E[ :

2
y tan y 1
/ du = —dt,
0 0 14t
+oc0 1
et en déduire : / —dt = T
o L1+7 2

c. En déduire la limite de By(z) lorsque z tend vers 0 par valeurs strictement positives.

sin v

du

“+co
IIT - Calcul de I'intégrale / -
0

On considére P'application ¢ : ]0; +0o[ — IR définie, pour tout réel z €]0; +oof, par :

p(z) = A(z) — Bo(z),
oli A a été définie dans la Partie I et By a été définie dans la Partie I1.

On note U : ]0; +o00[ — R ’application définie, pour tout réel z €0; +o0], par :
2 2
U(z) = (p(2)) + (¢'(2)) "

Montrer que U est constante sur ]0;+oo].

2. Quelle est la limite de U(z) lorsque « tend vers +oo0 ?
En déduire : Ve €]0; 40|, A(z) = Bo(z).
+oo o
4. Quelle est la valeur de / FRY qu ?
i U



