
t. En consicléranr u : ( i ). 
-",,,"r q,e ra matrice, : ï ( i i i ) 

est productive

DEUXIEME PROBLEME

Dans tout le problème, n désigne un entier naturel supérieur ou égal à 2.

,V,(lR) est }'ensemble des matrices carrées réelles d'ordre n et MnJ(IR) l'ensemble des matrices

colonnes réelles à n lignes.

Une matri ce LI d" M*(lR) ou de ,ilrlr,r(lR) est dite positive si et seuiement si tous les ccefficients

de À,f sont positifs ou nuls. On notera alors M ) 0'

Une matrice M de M,(R) ou de M,,r(lR) est dite strictement positive si et seulement si tous

les cæfficients de Jl,f sont striciement positifs. On notera alors Jff > 0.

Si M et -l[ sont deux matrices de "'{1"(R,) ou deux matrices de ,Al,,,r(lR), la notation M ) N
(respectivemenr M > .^r ) signifie qte M - I\i > 0 (respectivement M - IV > 0 ).

Une matrice lvI d" M,(R) est dite productive si et seulement si elle vérifie les deux conditions

suivantes : ,41 est positive et il existe une matrice positive P de Mn,t(lR) telie que P -MP > 0.

I - Etude d'exernPles
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2. Nlontrer que ta rnarrice, : ( i : i ) ".,, pas productive.

II - Caractérisation des rnatrices positives

Soit ,&f une matrice de ,M"(lR).

1. Montrer que, si,4,f est positive, alors, pour toute matrice positive X de MnJ (lR), le produit
MX est positif.

2, Réciproquement, montrer que, si, pour toute matrice positive X rle Mn,7 (lR), le produit MX
est positif, alors la matrice M est positive.

III - Caractérisation des rnatrices productives

7. Soit A une matrice productive de ,M"(IR,) dont le cæfficient de la i-ème ligne et de 1a j-ème

colonne est noté a;i , et P une matrice positive de Mr,t(lR) telles que P - AP ) 0. On note

Pt,...,Pr, les cæfficients de la matrice colonne P'

a. Montrer que P > 0.

b. Soit X appartenanl à Mn,t(lR) telte que X > AX. On note r-rt...,r,, les cæfficients de la

matrice colonne X. On désigne par c le plus petit des réels Ii lorrqr" l'entier j décrit l'ensemble
pj

{1,...,n} et k un ind.ice tel que , - 
*r 

'
Px

Étubli, q.." ,(nx - f,rnro,) ) 0. En déduire que c 2 0 etque X est positive.
j:l

c, Soit X appartenant à Mn,fiR) telle que X : AX. En remarquant que -X > A(.-X), montrer

que X est nulle. En déduire que In - A est inversible, où -[,, est la matrice identité de Il"(lR).

d. \,Iontrer que, pour toute matrice positive X de L4r,,r(lR), la matrice Y : (In - A)-1X est

positive (on pourra utiliser III.1.b).
En déduire que (1. - A)-1 est positive.

2. Dans cette question, on considère une matrice positive B de ,tl"(R) telle que In - B soil
inversible et telle que (I, - B)-' soit positive. On note ÿ : (1, - B)-t U, ori [/ est la matrice

de M,,r(lR) dont tous les cæfficients sont égaux à 1.

Montrer que V - BV > 0. Conciure.

3. Donner une caractérisation des matrices productives.

4. Application : soit M we matrice positive d" M,(R) telle qte 2M2 : IvI.

Vérifier que (-I,, - M)(1"+2M) - Inet en déduire qrote M est prorluctive.
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SECO]VD PROBLEME

PARTIE I - ntude d'exemPles

, /o 1 1\
1. ,: i ( ; ô i ) *, posirive (,iil ses coeflicieuls sont des r'éels positils ou uuls

'\, t ol

2. Notons *. r: (à : T) 
est une matrice positive de '^zs(R)'

Soit P : (;) une rnatrice positive de,AZa,r(lR).

\,/

P-BP: (,) (à : T) (,) 
: (î) (;'..^ti;') (-::;;')

Le cle,rier coefficient cle P - BP est nul clonc cette matrice n'est pas strictement positive'

Airrsi ij n,existe pas de matrice positive P cle y'rls,t(R) telle que P - DP soit strictement positive'

r-AU: (1) à (i i i) (1) : (i) I (;) : (,-3) (1) :* (r)
U - AU est strictement Positive.

Ainsi U est une matrice (strictement) positive ae,^la,r(R) telle que la matrice u - AU soit strictement

positive.

Ceci a<thève de montler que:

PARTIE II - Caractérisation d.es matrices productives positives

M est une rnatrice de M,,(R).

t-. On suppose que la matrice M :(rni1) est positive. Alors V(i,j) € [1,ri]2, rrli.i )7 0'

^: ! 
(? ', 1\ ",, pr.o«1.*ive.

'\, t ol

/t + t\
' 

: 
[A I T,) " 

.'t Pas Productive'



t2

Soit X :

ffi)
une matrice positive de ,Â2",1(R). Vi e [1, n\, 16 2 0.

/ÿ,\
- l grt rr

PosonsY:MX: | 
',- 

| vze [1.rr], y;:f rnirrr.

\r,,1 j=l

Cornmev(i,i)e[1,rn', rnii)0etvle [l,n],,ri)0:vi€[1,72], t/r)0.y:MX estpositive. Ainsi:

, Réciproquelrtertt suppt-rsorrs que pour toute rna,trice positive X d.e Mn.r(lR), le produit MX estpositif.

Nlontrous que M est positive.

/ur \
L,, l

Fixons.l dans [1,ni. Soit 
"r: 

[ ,,',,)* 
iè-u étément dc: la base canoniquc rle M,,1(R).

us : I et Vz e [1, rrn - {j}, uo -- O.

.Ei est donc une matrice positive de,AZ,.1(lR.) rJorrc, pa,r hypothèse, MEi est une matice positive.

R.edémontrons q:ue MEi est la jè,,," colonne de M.

/u1 \
Posons lvlEj:[ 

,, 
I vi€ [1, n!, ui:i*rouk:rnijuj:mri.Nousretrouvonsbien refaitqreMEi

\,;, / 
k=1

€st la jèt"e colonne de M.

Cornme MEi est positive:Vi e [1, n\, ,mii )- 0.

Ceci étarrt vrai pour tout élérncrrt j de [1, n] on alors V7 e [1, n], Vi e [l,n\, mri > 0. M est donc positive.

Si M est une matrice positive de Mr(R), pour toute matrice positive X a" /rZ,,r(m.),1" p.oa.rit ltfX 
"rt

R.éciproquement si M est une tratrice de M,(R) telle que, pour toute matrice positive X de,Â2,.1(R),
le produit M X est positif alors M est une matice positive.

|SiMestunematricedeM,,(R).Mestpositivesietseu]ement:VX€M,,,t@

PARTTE rrr - caractérisation des matrices productives
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/rrr \ /pt-wr\
1. a Posons w: AP I '; I t;;-;;\: 

t,:",J 
o'".' r: P - AP: 

l"r' 
t 
-, )

Pal hypothèse 7 > 0 donc Vz e [1,rLl, pt-wt)0. Ainsi:Vz e [1,n], pt) wt.

A étant productive, A est positive. Comme P est une matrice (strictemerrt) positive de M,,1(lR), W : AP

est positive d'après II 1..

Alors Vz e [1,n|, pt) ur ) 0 donc Vi e [1, n\, h) 0. Fina]ement:

P est strictement positive.

b. X >,4X dorrc Vi e [1, n\, rr )D uo, *r.
i=1

nnn
En particuler rx 2D "rrri. Alors 0 ( rr -D orr.x j : cpx -» ? o,kj pj (cff rn : cpt,).

.i=r j=7 i=t YJ

Or Vj e V,nn, 
'? 

)z c, akj ) 0 et pi ) 0 donc Yi € [1, ,1, !! a*jpj )- cakjpj.Ps Pj

Ceci donne:Vj e [1, nn, -? ani pi { -cakj p.i. En sommant il vient' - Ë ? orr r, * -"i ur, rr.pi T- pi 
r=l

En aioutant cpk oîobtie*t :cpr,-i:akjpr < cpx - ci "r,pt: c (r- -io*rrr).frPi j=l \' 7,""l
Or nous avons vu plus haut que 0 ( "Or-f,?oorrr. A fortiori:

j=I ''

P - AP est stlictement positive donc tous ses coefficients sont stlictement positif's.

En particulier le coefficient de sa Àè"'" ligne qui n'est autre que ,r- i akjpj.
j:1

,rrn\
Alorspl- - L o,,i p: > t)et 0 ( c Ir- - i o*i p;1. Par torrséqucrrt c) 0.j=r 

\ ,__ /

c est positif ou nul.

Vie [1,"\,?)c)}clorrcVie [1,n|, !!20. OrVie [t,n\,,p;)0carPeststrictementpositive.Pi' ' Pi'
Ainsi :Vz e [1, rz], rt 2 0. Firalement :

(,--Ë'-,,,)o(c
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c' X: AX donc nécessailement -X : A(-X). Le tout permet cle dire que X )- AX et -X > A(-X).

Alors cc qui préuède urorttre quc X et -X sont des matrices positives. Par conséqueut X est nulle.

Ceci signifie encore que:VX e Mn,(R), (I, - A)X:..u,,,,(n) + X :0a2",,,(m). Ce qui est équivale,t à
dire que 1," - A est inversible.

In- A est inversible.

d' Soit X une matrice positive de M,,.r(lR). Posons Y : (1,- A)-'x et montrons que cette matrice est

positive.

(1,, - A)-r est positive

(1"- B)-'(,)st, pal hyPothl'rsr:, une rnatriccr Positive dc Mr(lR) et [/ est une matrice positive cle yV,,r(lR)

donc 7 : (1. - B)-'fl est une rnatrice positive de,À2,,1(R.).

7 est finalcmernt unc ma,tricc positivo de,Â1,.1(R) qui vérificr V - BV >0.

Comme par hypothèse B est positive, on peut alors clire que :

B est productive.

3. Gt'a«:e à rlf.1 nous pouvors dire que si A est une matrice productive de,À2,(R.), A est positive, In- A est

inversible et (1,. - ,4)-1 est positive.

0 < X: (1"- A)Y:Y - AY donc y > Ay. D,après III.L.b. y esr posirive.

lPour toute matrice positive X de M,,1(R), ra matrice y: (1.- A)trx 
"rt 

porir;;-l| 
__ r,___,-., -- *",,47/.t\4§/, ]u rrraurlL\ r _ (jn n/ /r çùu pui

cequiprécèdeindiquequevX€^,{,,.1(lR), x>-o+(1,- A)-rx>0. IL2, permetalorsde<lireque:

2. V:(1"- B)-rfl donc 7 - BV:(1,,- B)V:U.

, : (1 ) nrr,,, stricterrrerrt positive il en esr cle rrrêr,e ùe V - BV t

\i/
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III'2 vient de nous montrer que si B est une rnatrice positive de,AZ,,(R) telle que 1,, - D est inversible et
(1" - B)-' est positive alors B est productive. Ainsi :

Une rnatrice ,4, de,AZr(lR), est productive si et seulernent si:

1. A est positive;

2. In - A est inversible ;

3. (1,, -,4)-r est positive.

4. (1,, - M)(1,"+2M): I,.t2M - tvl -2M2 : I,t2M _ M * M : In.

(1"- M)(1.*2M):1,,

Alors f, - M est inversible et son inverse est 1r, + 2 M .

M étaû positive il eri est tle ruêtre de 1,, * 2 M (rron?) donc cle (1, _ M)-, .

M est une matrice positive de "42,,(R), In - M est inversiblo et son invcrse est positive. D,aprr)s ce qui
précède :

M est productive.


