LYON 2010 PROBLEME 2

Dans tout le probléme, J désigne Vintervalle | — 1; +o0].

1
Le but du probleme est ’étude de I'application f définie, pour tout « de J, par : f(z) = /0

Préliminaires

1. Justifier la convergence des séries numériques suivantes :

(- 1)“
E Z(2k+1)2’ Z

tal
1+¢

dt.

'n.>1

2 +o0 1 2
T T
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3. En déduire Z 2 B

Partie I : Eléments d’étude de f

T

di.
14+t

1
1. Justifier, pour tout x € J, la convergence de l'intégrale /
0

2. Calculer f(0) et f(1).

3. Montrer: Vz € J, 0< f(z) <

1 o ~
T et en déduire : a:-l—lg{l:loo f(z)=0.
4. a. Montrer : V(z,y) € J?, Vt€]0;1], (z<y = t*>t¥).

b. En déduire que f est décroissante sur J.

L
. Montrer : V J, = —
5. Montrer : Vz € J, f(z)+ f(z +1) T+ 1
6. Déduire des résultats précédents : f(z) ~ -21;
7. Soit z € J.
=~ (-1
. — (_1\yn+1 —
a. Montrer : Vn €N, f(z)=(-1) f(n+1+m)+kz=;k+1+m'
b. En déduire que la série numérique Z (-1 ) converge et que f(z) = 3 (-1)k ’
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. a. Montrer : 2 ke N - | <lo -yl
8. a. Montrer : ¥(z,y) € J?, € N*, Fiits kiity |z y‘kg

puis + ¥(@,p) € 7% 15@) = 101 < e~ ol (g * 5

b. En déduire que f est continue sur J.

9. Montrer : f(x)

~ . En déduire la limite de f en —1.
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Partie 1I : Dérivabilitéii; I o
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. 2 * / |$ — ylz
. Montrer : V(.'L',y) €J 3 Vke N s ng(.’L') - gk(y) - (ﬂ: - y) gk(m)l < k3 :
1
. a. Justifier la convergence des séries Z = et Z g(z), pour tout z € J.
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b. En déduire que f est dérivable sur J et que : Vz € J, f'(z) = E —.
pie (k+1+1x)?

c. Déterminer f'(0).

. Tracer l'allure de la courbe représentative de f. On donne la valeur approchée : In2 =~ 0,69.

On note, pour tout k € N, gz 'application de classe C? de J dans R définie pour tout = de J par :



