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Exercice 3 1 Matrice de rang 1 et probabilités. ESCP 97

n est un élément de N*. X et Y sont deux variables aléatoires sur (2, 4, P) & valeurs dans [1,n].

Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si la matrice 4 = (P(X =i/Y = 5)) de M,(R) est de rang 1.
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| Exercice & | Exercice Matrice I, + xCL

L est un élément de M ,(K)et C un élément de My, 1(K).

Q1. A=1,+ CL. Montrer que A est inversible si et seulement si LC # —1.

On suppose que LC # —1. Trouver un élément = de K tel que: (I, + CL)™! = I,, + zCL
Q2. M est une matrice inversible de M, (K).

Trouver une C.N.S. portant sur LM ~1C pour que N = M + CL soit inversible.

En cas d’inversibilité, exprimer N1 en fonction de M1, C et L.
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IExercice 3 | Semblablité. QSP ESCP

A est une matrice non nulle de M3(R) telle que A® = 0pq, ). Montrer que A est semblable & (
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@xercice 4 1 Trace d’une matrice. QSP

Soit n € N*, 4 un élément non nul de M, (R) et T définie sur E = M, (R) par: T(M) = M — tr(M)A o tr(M) est
la somme des éléments diagonaux de M.

a) Montrer que T est un endomorphisme de E.
b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur tr(A) pour que T soit bijective.

c¢) Caractériser 1" lorsque 7" n’est pas bijective.
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‘Exercice Sj Polynémes de matrices. QSP

n et p sont deux éléments de [2,+oo[. A est une matrice de M (R) telle que AP = Opn,, () et AP~1 £ O, -
On pose E = {P(A); P € R[X]}.

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de My (R) et trouver sa dimension.
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| Exercice @ | Polynéme d’endomorphisme

Ql. A= }_"-: ar X" est un élément de R,[X]. On suppose ag # 0.

Montrsr (I;:’Oﬂ existe un unique polynéme B de R,[X] tel que AB — 1 soit un multiple de X! (on pourra écrire
B= Z b X" et étudier un systéme d’équations vérifié par les réels by, by, ..., by)-

Trou\ljgl?B lorsque A =1- X et lorsque A=1- X" (n > 0).

Q2. E est un espace vectoriel sur R et f un endomorphisme de E vérifiant f*"*! = Ogpy. A = Z ar X" est un
dlément de Rn[X]. =

Montrer que A(f) est inversible si et seulement si ag # 0 (dans ce cas on indiquera le moyen de trouver Pinverse de

A(f))-
Q3. Applications:

a) Déterminer 'ensemble des polynémes P de R[X] tels que:

P+ P +...4 P = x»

b) Déterminer 'ensemble des polynémes P de R[X] tels que:

PX)+P'(X-1)+P"(X -2)=X°
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@Xercice + 1 Matrices. Résolution approchée d’un systéme linéaire. Méthode de Gauss-Seidel.

ESCP 2004

ag 1 -+ 1
SoitneN‘et A= | ! € Mo (R).
: -1
1 - 1 a,
by
L’objet de cet exercice est de chercher une solution approchée de 'équation AY = B ot B = ( : ) est une matrice
by,
colonne fixée. On suppose que pour tout ¢ € {1,...,n},|a;| >n—1.
Ml
Q1. Soit X € M,, 1(R) telle que AX =0, on pose X = ( : ) . Montrer que X = 0, en déduire que A est inversible.
Tn

On pourra écrire le systeme AX = 0 et utiliser une ligne L; ou j est tel que |z;| = Max |z;]).
p 'y gue L T gién
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Q2. a) Montrer que I’équation AY = B admet une solution et une seule que ’on notera ¥ = :
Yn
o 1 --- 1
On pose M = 1 " | et D=A— M. Montrer que Y = -D"'MY + DB,
Do
1 ... 1 0

b) On définit la suite de vecteurs (X,,) par: Xo € Mp,1(R) et pour tout m € N, X;y1 = ~D*MX,, + D'B.

Exprimer X,,,41 — Y en fonction de D, M et X,,, — Y.
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¢) Onpose X, = | ¢ | et on définit la suite (uy,) par:Vm € N*, u,, = IM@X |27 — yil.
\l\n
2
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Montrer que pour tout m € N, on a umy1 < ———— Un,.
2,
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d) En déduire la convergence la suite (X,,) vers Y (c’est-a-dire, la convergence de la suite (zI*) vers y; pour tout 4
dans {1,...,n}).
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| Exercice § | Produit

A et B sont deux éléments de M, (K) tels que:VC € M, (K), ACB = 04, (k)

Montrer que A est nulle ou B est nulle.
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[Exercice K ] Polynémes de matrices

A et B sont deux éléments de M, (K) tels que: AB — BA = A.

Q1. a) Exprimer de maniére simple A* B — BA* en fonction de A* pour tout k dans N.
b) Montrer que pour tout P dans K[X]: P(A)B — BP(A) = AP'(A).

Q2. On rappelle qu’il existe un polynéme non nul @ de K[X] tel que: Q(A) = 04, x)-
a) Montrer que pour tout k dans N: A*Q®) (4) = 0,4, x)-

b) En déduire qu'’il existe un élément r de N tel que: A™ = 04, (x)-
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| Exercice 30 | Formes linéaires sur M,(K)

Q1. A = (ai;) est un élément de M, (K).

a) Calculer la trace tr(EpqA) de EpgA ol Epg est 1’élément de M, (K) dont tous les coefficients sont nuls sauf celui
situé & Dintersection de la p*™® ligne et de la ¢®™® colonne qui vaut 1.

b) Pour tout M dans M,,(K) on pose: fa(M) = tr(MA). Montrer que f4 est une forme linéaire sur M, (K).

Q2. Réciproquement soit f une forme linéaire sur M,,(K). Montrer qu’il existe une matrice A de M, (K) et une seule
telle que: f = fa.
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lExercice 14 —| Inversibilité et inversion

« et B sont deux réels. M(a, ) = 6 e est un élément de M,(R). W€ E{,fp@ .
g - B «a

M (a, B) est-elle inversible ? Si oui déterminer M (a, 3)~1.
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Exercice 4% | Rang

A et B sont deux éléments de M,,(K). On suppose que A est inversible.

Montrer que B, AB et BA ont méme rang.
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‘Exercice 4 rl Matrice nilpotente , OS 4

a est un réel strictement positif. p est un élément de N*.

Q1. P est la partie réguliere du développement limité en 0 & lordre pde f:xz = Vo +z.
Montrer que P? — a — X est un multiple de X?+1,
Q2. M est une matrice de My, (R) telle que MPH =0, (®)-

Montrer qu’il existe un élément A de Mn(R) tel que A2 =al, + M
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| Exercice 44 | Matrices inversibles. QspP

A€ Mpp(K), Be My, (K) et n # p. Montrer que AB et BA ne sont pas simultanément inversibles.
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Exponentielle d’une matrice.

p appartient & N*, E = M, (R) et si M appartient & E, pour tout (4,7) dans [1,p]?, on note [M]; ; le coeflicient de
M situé & intersection de la °™® ligne et de la 5°™° colonne.

Soit (Mp)nso une suite de E. (Mp)nso converge si, pour tout (i,7) dans [1,p]”, la suite de terme général [Mp)i

converge. En cas de convergence la limite de la suite (My)n3o est la matrice de B, M = (nE‘fm[Mn]M)(i,j)eul,p]]z ;

on dit encore que la suite (Mp)nz0 converge vers M.

On admet que si (My)nzo et (Np)npo sont deux suites déléments de E qui convergent vers M et N et si T est une
matrice de E, les suites (Mn + Np)nzo, (Mn Nu)nzo, (T Mp)nso et (My T)nzo convergent respectivement vers M + N,
MN, TMe MT.

Q1. A est un élément de E. m4 est le maximum de la valeur absolue des coefficients de A.
a) Montrer que Vk € N*,¥(3,7) € [1,p]° [[A¥s;] < pPFtmly.
b) En déduire que la suite de terme général S, (A) = Z % A® converge. Nous noterons e sa limite.

k=0
Q2. On suppose que A et B sont deux matrices de F qui commutent.

a) Montrer que B et e” commutent. Montrer que e et e® commutent

b) Utiliser le produit de Cauchy pour montrer que eA+® = g4 e?
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| Exercice 36 | Rang. HEC 2001

n est un élément de N* et £ = M, (R).

Sir est un élément de [1,n], on note J, la matrice diagonale dont les r premiers éléments de la diagonale valent 1 et
les suivants 0.

¢ est une application non constante de F dans R telle que:V(4, B) € E2, ¢(AB) = w(A) o(B).

Q1. Préciser p(0) et ¢(J,). Quedite de 0(A) at AE NuUR) et Al A of wilpotente ?

Q2. Montrer que si A est une matrice inversible de E, ¢(A) est un réel non nul.

Q3. On se propose d’établir la réciproque du résultat précédent.

a) Soient f un endomorphisme de R™ et g un automorphisme de R"™. Montrer que f, go f et f o g ont méme rang.

b) Soit f un endomorphisme de R™ de rang v non nul. Montrer qu’il existe deux bases B et C de R” telles que la
matrice de f dans les bases B et C soit J,.

c) Montrer que si A est une matrice de E de rang 7 non nul : ¢(A4) = 0 si et seulement si w(J,) =0.

d) Montrer que si 7 est un élément de [1,n — 1] alors ¢(J;,) = 0. Conclure.

VAEA. UL, (3-RMIx @ (On 1) =0 -
§¢ @On qp)eo olan VAER e, 1-@(a=0 eham Petadok .

dac €COn.ry) =0 -

NJWC}M Juzdw ‘
VACh.cn), @ (Al @(ASL|:-¢ Al €T3

VAEN.Uel, (1-@(3.)) ¢ (AL=D
QT ¢4 Yaen, e, @cai=o e ¢ et cadade .

Ao @f@vi‘:i- G \Nﬁ'hu\m .
@ Sort A v wedilee Bwomthla da 1 ((2).
1=Q (Tl QA8 )= @Al E(Ai- Ne’ca'm..ewd‘ eMiI£o-
Vi, € GL.(IR), €(a}£ 0.

Suite @4 (%) Soik A€ N (k. Suppacus h wlpdede. 3v€IN® € RE0n, o, -

Atow 0= Y(O0n,umk WA I (W) 1" dac €iRj~0-
§0 A et we wolide wdlpotere de BuCik)s @iAjzo.




23

QyY. au«"\zw“/. {gueni= fmty, S ({oq 1= 3 { 14 (foql=1q .
. dob ™. q(fre) | =0 ;;ﬁ> {erzop. @ IFKA&. Ke(fgof"‘k kééi
| ‘ﬁ%: lom;
Ray \q (@gogi; dw IRY. de Kz (303"]; dc IR™ du kﬁ‘f*‘ﬁg; \Q(M; h'ﬁf '

ey

Awi 'Lg i- L@ (ﬁoﬁ iz L%(f@g) .

&ﬂ . . P [ P | hd . N . & i
by 3 Wa.. Tz, Rica %}*‘“"M wa;&w%m R foct Bzt tg, - &)

g BoA o B . Lok %@\'u M@m@&t@@%w g,
3:((&“, ‘{ft"l'u-I f(&” &Vuu_ b do E .

e W(EB 8 sTw= Jusdr. Cab
te bk vauk doc pown 1= we.

2 v ik H U upplobefos e de Ke (.

S TH Wzd\&‘é-»d@i&g;u%g):é‘. N Gan %ﬂékﬁft v-rd .
Qoir (€4, €00 €0 ) tig Nt e Hel  (Ereg €ry, oy O] boten de keg.
8:(6,€, it biude € con E=4@ Kﬂé
¢am Vi € U3 rd, ¢ = §(€ i. R&iwe‘.u.e (CRI ,evl Mmq' i
wihiz da E .

-

ok (A1 hy Ae )€ lRY', @ cuua %:Ace’: = Oy .
Ao i(’g‘«l;é: I~ ézl: flel)= i): eli 2050

e

. _r
Gac LAiel €Raf. & FAre €M
Bac LAie; ¢ Ka{AR=zloct. ZA €l =0g . Wame (&, 8, r)at

(s\

Q&\M% AQ:)L:----;I‘V"’;@
eu adiue Mmab.c‘ng. €y, €,y erral Ghe . M o g

Cnplcder @l fm‘:‘“@t-eu e Wau B=(€g ¢, ... € jdeE .



Q= ey e b el 82 (e, € on ) €l ) pat dene boves de & .
e ies  ¥CE {nrg, fel)=eli o Wedrnu g, deeci=0g
Aem N(£,®,gs:3f.

Kepik deiyo baee @ & € de & telley que fowediie da § dam Geo

m @@k’ g}ﬁ&' ':%‘g-.

¢} Job Awme waliice ds & =M, UL) oo \deg we. wed *.
foit 8 te baie coutigue da IR o { tedaaphima de wihie A daw B
qfu&ﬁs:r. L eodle Qoq e baes Qek B de 1R e, crae

w{f, B 8z Jr vdou & lwp. @) Qw\-dt{uﬁn.pmaqt de B
s Q' (wpeds 8'). te fmuﬁmw&&de it d ewsa,
Merfi= § T, B¢l f= QT F.

Moo W(AL: PQ I ELTj @b, depy P(§')j 2 ok @Pjz 0w

Q'er @ sk o eun s .

ARry ¢(Alzo <= @(Jrj=0 .

fﬂ Q“(‘\‘JW@P“ P(On, nyj= © et @(3.) = 4.

|
: B @ FoadP 7 B P
e Vo & ’f! & oadl T R,

¢‘vc ‘il A'L&" Mr& \"“J = &w‘am% °

| Viéﬁz( “El ?(j‘i@(ﬁf-l ’:‘é(]i.g}. -
Rac WETund, ¥Siizo » ¥Wiul=0
e ¥edaul, PTiso @ @R RT: . = ¥(TR1=9

.

e f(Tealzo: ¥ EREE3r- 1D, @31} =0,



034

otk Daiey, €0y ) Ca Buse Cawlipae G KT
Nekow { ¥ adoaphine do iR &égu P {Lealzoq, fCelze, | {Ce0zE,, .,
?(eu‘ P ?u.

Ketancy fadde de wdhe que {7 Oye;
19 Gawalie mucum;m me€ T2, Vﬁé G, 4, f(e;i @1.&

We((-4) Weg
of Mo Vi€ T, § L (@m { (el f (f(e, jwe) O¢
08 _ Yot ({Ceat, {Ceul, -, JCEN ] V&“%, €gpry Cu-1)
Ay wﬁﬁka‘“ﬁ w-4. \gf u-4. fml'A(amahm‘achj day B .

ﬁ,}- On, (k) dag ﬁ@\‘ uz%d:ak ¥ i PR = 6.

Slapd @ Qe wol o va Wit ﬂm&' ¥ide T D, € JT¢)zo-

four aloe A e wehicw o MaUL) wa doeudde .

8¢ A= On (iLi | @ WME0
Su”ﬁw Aiﬁi’ik(qﬁ Ju&@u’ v & L&% de . r¢ g"ﬁcﬁ-'ﬁ

Come. Y (Jrjzo : @(A’:e¢
Yee Avadneyible =3 @U}i;:@’ o @(amEO => A o wotmibie .

NoUL @ 0w vie e M (‘,mzu A€, (jeral A edt Gw@ulm@ : P(AlfO

Caduein .. VAE T iRl A weulle < Eirl# 0.

N




