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Exercice 3 1 Matrice de rang 1 et probabilités. ESCP 97

n est un élément de N*. X et Y sont deux variables aléatoires sur (2, 4, P) & valeurs dans [1,n].

Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si la matrice 4 = (P(X =i/Y = 5)) de M,(R) est de rang 1.
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| Exercice & | Exercice Matrice I, + xCL

L est un élément de M ,(K)et C un élément de My, 1(K).

Q1. A=1,+ CL. Montrer que A est inversible si et seulement si LC # —1.

On suppose que LC # —1. Trouver un élément = de K tel que: (I, + CL)™! = I,, + zCL
Q2. M est une matrice inversible de M, (K).

Trouver une C.N.S. portant sur LM ~1C pour que N = M + CL soit inversible.

En cas d’inversibilité, exprimer N1 en fonction de M1, C et L.
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IExercice 3 | Semblablité. QSP ESCP

A est une matrice non nulle de M3(R) telle que A® = 0pq, ). Montrer que A est semblable & (
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@xercice 4 1 Trace d’une matrice. QSP

Soit n € N*, 4 un élément non nul de M, (R) et T définie sur E = M, (R) par: T(M) = M — tr(M)A o tr(M) est
la somme des éléments diagonaux de M.

a) Montrer que T est un endomorphisme de E.
b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur tr(A) pour que T soit bijective.

c¢) Caractériser 1" lorsque 7" n’est pas bijective.
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‘Exercice Sj Polynémes de matrices. QSP

n et p sont deux éléments de [2,+oo[. A est une matrice de M (R) telle que AP = Opn,, () et AP~1 £ O, -
On pose E = {P(A); P € R[X]}.

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de My (R) et trouver sa dimension.
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| Exercice @ | Polynéme d’endomorphisme

Ql. A= }_"-: ar X" est un élément de R,[X]. On suppose ag # 0.

Montrsr (I;:’Oﬂ existe un unique polynéme B de R,[X] tel que AB — 1 soit un multiple de X! (on pourra écrire
B= Z b X" et étudier un systéme d’équations vérifié par les réels by, by, ..., by)-

Trou\ljgl?B lorsque A =1- X et lorsque A=1- X" (n > 0).

Q2. E est un espace vectoriel sur R et f un endomorphisme de E vérifiant f*"*! = Ogpy. A = Z ar X" est un
dlément de Rn[X]. =

Montrer que A(f) est inversible si et seulement si ag # 0 (dans ce cas on indiquera le moyen de trouver Pinverse de

A(f))-
Q3. Applications:

a) Déterminer 'ensemble des polynémes P de R[X] tels que:

P+ P +...4 P = x»

b) Déterminer 'ensemble des polynémes P de R[X] tels que:

PX)+P'(X-1)+P"(X -2)=X°
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@Xercice + 1 Matrices. Résolution approchée d’un systéme linéaire. Méthode de Gauss-Seidel.

ESCP 2004

ag 1 -+ 1
SoitneN‘et A= | ! € Mo (R).
: -1
1 - 1 a,
by
L’objet de cet exercice est de chercher une solution approchée de 'équation AY = B ot B = ( : ) est une matrice
by,
colonne fixée. On suppose que pour tout ¢ € {1,...,n},|a;| >n—1.
Ml
Q1. Soit X € M,, 1(R) telle que AX =0, on pose X = ( : ) . Montrer que X = 0, en déduire que A est inversible.
Tn

On pourra écrire le systeme AX = 0 et utiliser une ligne L; ou j est tel que |z;| = Max |z;]).
p 'y gue L T gién
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Q2. a) Montrer que I’équation AY = B admet une solution et une seule que ’on notera ¥ = :
Yn
o 1 --- 1
On pose M = 1 " | et D=A— M. Montrer que Y = -D"'MY + DB,
Do
1 ... 1 0

b) On définit la suite de vecteurs (X,,) par: Xo € Mp,1(R) et pour tout m € N, X;y1 = ~D*MX,, + D'B.

Exprimer X,,,41 — Y en fonction de D, M et X,,, — Y.
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¢) Onpose X, = | ¢ | et on définit la suite (uy,) par:Vm € N*, u,, = IM@X |27 — yil.
\l\n
2
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Montrer que pour tout m € N, on a umy1 < ———— Un,.
2,
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d) En déduire la convergence la suite (X,,) vers Y (c’est-a-dire, la convergence de la suite (zI*) vers y; pour tout 4
dans {1,...,n}).
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