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JF.C. Evep. 2

a) Remarquons pour commencer que si P et @ sont deux éléments de E,, leur produit est un élément de E';

ainsi, d’aprés la premieére question, f0+°° P(t) Q(t) et dt converge. < .,.> est bien alors une application de E,, x E,
dans R. Montrons qu’il sagit d’un produit scalaire.

“+oo “+oo
e Si P et @ sont deux éléments de E,,, < P,Q >= Pt)Q(t)e tdt = Q) P(t)e tdt =< Q, P >.
0 0
< .,.> est symétrique.
e Soient P, ), R trois éléments de F,, et A un réel.
—+o0 +o0 —+oo
<AP+Q,R >= / AP+ Q)(t)R(t)e " dt = A P(t)R(t)e tdt + Q(t) R(t)e " dt (car toutes les
0 0 0

intégrales convergent).

Donc < AP+ Q,R>=A< P R>+<Q,R>. <. .> estlinéaire a gauche.

+oo
e Soit P un élément de E,,. < P,P >= (P(t))2 e tdtett — (P(t))2 e~ ! est une fonction positive ou nulle sur

0
[0 4 oo donc < P, P > est positif ou nul.

B “+o00
Supposons que < P, P >= 0. Fixons un élément B dans R**. 0 < / (P(t))2 e tdt < / (P(t))2 e tdt =0
0 0

B
Ceci donne alors :/ (P(t))2 e~'dt = 0. Ainsi la fonction t — (P(t))2 et est continue, positive et d’intégrale

nulle sur [0, B]. Cette fonction est donc nulle sur [0, B] et nécessairement : V¢ € [0, B], P(t) = 0. La fonction polynéme
P a alors une infinité de racines; c’est donc la fonction nulle. Ainsi < P, P >= 0 donne P = 0p,,.
< .,.> est définie positive.

Les trois points précédents suffisent pour dire que ’ < .,. > est un produit scalaire sur F,, |.

Remarques 1. Dans la suite nous noterons ||.|| la norme associée & ce produit scalaire.

+oo
2. En posant : V(P, Q) € E?, ¢(P,Q) = / P(t) Q(t) e~ " dt on obtient un produit scalaire sur E.
0

3. On peut, de la méme maniére, définir encore un produit scalaire sur l'espace vectoriel (a démontrer...) des fonctions
numériques f, continues sur [0, +o0o] et telles que f0+oo (f(t))2 e~tdt converge.

—+oo +oo
b) Soient i et j deux éléments de [0,n]. < X*, X7 >= / t'tl et dt = / tHetdt = Ly = (i +j)\
0 0

’ Si i et j sont deux éléments de [0,n]: < X¢ X7 >= (i + j)! ‘

a) e La seule fonction polynoéme unitaire de degré 0 est XY, il est donc raisonnable de poser Qg = X° = 1.

e Soit P une fonction polynéme unitaire de degré 1. Il existe un réel a tel que: P = X + a.
<PQy>=<X+a,1>=< X' X">+a< X X" >=(14+0)!'+a(0+0)! =1+a. P est donc orthogonale & Qq si
et seulement si a = —1. En posant : Q; = X — 1, nous obtenons une fonction polynéme unitaire de degré 1 orthogonale
a Qo.

e Soit P une fonction polynéme unitaire de degré 2. Il existe deux réels b et c tels que: P = X2+ bQ1 +cQo ((Qo, Q1)
est clairement une base de E7). Cherchons alors b et ¢ pour que P soit orthogonale a Qg et Q1. Rappelons que Q) et
@1 sont othogonaux !

<PQo>=<X%Qo>+b<Q1,Q0 > +c < Q0, Qo >=< X%, X"> +c < X" X0 >=(240)!+c(0+0)! =2 +c.
<PQ>=<X%2Q;>+b<Q1,Q1 >+c<Q0, Q1 >=< X2 X —-1>+b< X —-1,X —1>.
<PQ>=<X2X>-<X2X0>4b(< X, X>-2<X,X"> 4+ <X X0>),

<PQi>=2+ 1) —24+0)!+b((1+1)1=2(1+0)!+(0+0)!) =4+b.
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Ainsi P = X? + bQ; + cQq est orthogonale & Qg et Q; si et seulement si ¢ = —2 et b = —4. Il est alors grand temps
de poser Q2 = X2 —4Q; —2Qp = X2 —4(X —1) =2 = X? —4X + 2. Q2 est une fonction polynéme unitaire de degré
2 orthogonale a Qg et Q.

(Qo,Q1,Q2) = (1, X —1,X? — 4X + 2) est une famille orthogonale de fonctions polynémes telle que pour tout k
dans [0, 2], Q. soit unitaire et de degré k.

Remarques 1. Notons que non seulement nous avons trouvé une famille (Qo, @1, Q2) solution du probléme posé mais
nous avons également montré I'unicité de cette famille.

2. Drailleurs il n’est pas difficile de montrer qu’il existe une famille orthogonale (Qq,Q1,...,Q,) de fonctions
polynémes, et une seule, telle que pour tout k dans [0,n], Q soit unitaire et de degré k (polyndmes de Laguerre).
Qo = 1 et pour tout k dans [1,n], Qg est 'unique fonction polynéme unitaire appartenant & la droite vectorielle
constituée par 'orthogonale de Ej_1 dans Fj. Nous en reparlerons dans la partie II...

A titre d’exercice on pourra montrer que, pour tout élément k de [0, n],

dk
Ve e R, Qr(z) = (—l)k e’ W(a@k 67“’) et ||Qk| = &!

Voir, & ce sujet, les parties I et II du probleme d’Edhec 98.

+oo
b) Soit u et v deux réels. Posons dés maintenant H (u,v) = / (t? +ut +v)* e " dt.
0

H(u,v) = | X2+ uX + 0|2 = | X2 —4X 424+ (u+ DX - D +u+v+2)? = Q2+ (u+4)Q1 + (u+ v+ 2)Qq|?.
H(u,v) = [|Q2)> + |(u +4)Q1 + (u+ v + 2)Qo||? car Q2 et (u+4)Q1 + (u+ v + 2)Qp sont orthogonaux.

H(u,v) = [|Q2* + ||(u +4)Q1|* + || (u + v + 2)Qol|? car (u+4)Q1 et (u+ v + 2)Qp sont orthogonaux.

H(u,0) = Q2 + (u+ 92 Qu 2 + (u+ v + 2)2[ Qo]

+o0
On a donc Y(u,v) € R2, / (t2 4 ut + ’U)2 e~tdt = ||Q2||2 + (u+ 4)2||Q1H2 +(u+v+ 2)2||Q0||2.
0

c) Notons que si u et v sont deux réels: (u+4)? et (u+ v+ 2)? sont simultanément nuls si et seulement si u = —4 et
v=2.

Ainsi:V(u,v) € R?, H(u,v) = [|Q2* + (u+ 4)?|| Q1> + (u + v + 2)?||Qo||* = [|Q2]> = H(—4,2). Donc [|Q2]* est le
minimum de H. Rappelons que Q2 = X2 — 4Q; — 2Qy.

[Q2]* =< Q2,Q2 >=< Q2, X* —4Q1 — 2Q¢ >=< Q2, X > —4 < Q2,Q1 > -2 < Q2,Qp >=< Q2, X* >.

Q2]? =< X% —4X +2,X?>=< X% X?> 4 < X, X?>+42<1,X2>=41—4x 31 +2x 2 =4.

’ H admet un minimum qui vaut 4 et qui est atteint en (—4,2). ‘

Remarques 1. Notons que H atteint son minimum en le seul point (—4, 2).
2. Le cours permet facilement de traiter le probleme précédent sans utiliser les indications du texte. En effet :

Min H(u,v) = Min || X? +uX +o||*= Min || X?— (/X +')||* = Min | X% - P|?
(u,v)ER? (u,v)ER? (u’,v")ER? PcE,

Tout est clair, JMILQ [ X2 — P||? existe et vaut || X2 — S|| ol S est la projection orthogonale de X2 sur E;. On montre
SO

alors sans probleme que S = 4Q; +2Qo = 4X — 2 et que || X% — S| = 4.

3. V(u,v) € R?, H(u,v) = 2u®+v? + 2uv + 12u +4v + 24. On peut donc encore retrouver le résultat de c) en utilisant
le cours sur les fonctions numériques de plusieurs variables.

4. Retenons encore que le ¢) nous apprend que @5 est la fonction polynéme unitaire de degré 2 de norme (au carré)
minimum. En fait ceci caractérise @)s.

Plus généralement si nous revenons a la famille (Qq, @1, - .., Q) évoquée dans la remarque 2 de Q3 a), Q. est La

fonction polynéme unitaire de degré k£ de norme minimum.

PARTIE II: Construction d’une base orthogonale.
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Soit P un élément de E,. P"” (resp. P’) est une fonction polynéme de degré au plus n — 2 (resp. au plus n — 1)
donc XP" (resp. (1 — X)P’) est une fonction polynéme de degré au plus n — 1 (resp. au plus n). Ainsi X P” et
(1 — X)P’ sont deux éléments de E,, et donc X P” + (1 — X)P’ aussi.

P est une application de £, dans F,,.

Soient P et () deux éléments de E,, et A un réel.

PAP+Q)=XA\P+Q)"(X)+(1-X)AP+Q)(X) = X()\P”(X) + Q”(X)) +(1- X)()\P’(X) + Q’(X)).
AP+ Q) =AXP'(X)+ (1 - X)P' (X)) + (XQ"(X)+ (1 - X)Q'(X)) = A®(P) + ®(Q).

P est linéaire. ’ ® est un endomorphisme de F,, ‘

®(XY) =0g,. ®(X') =1-X. Sikestunélément de [2,n], ®(X*) = Xk(k—1) X 24+ (1-X)kXF 1 = K2XF-1fpXF.

Ceci donne encore :| ®(X%) = Op, et pour tout élément k de [1,n]: ®(X*) = k2X*~! — kX* |

Par conséquent la matrice de ® dans la base canonique (1, X, X2,..., X") de E,, est:
0 12 0 --- 0
0 -1 22 :
M=": -2 0
2
0 0 —n

Commengons par remarquer que le premier point de a) est franchement inutile car la matrice M est triangulaire
supérieure donc ses valeurs propres, ainsi que celles de @, sont les éléments de sa diagonale c’est a dire: 0, -1, -2, ...,
-n. Mais pourquoi faire simple ...
a) Fixons k dans [0,n] et notons ®;, ’endomorphisme ® + kIdg, de E,.
Si k=0, la famille (®(X7) + ka)ogjgk = ((I)k(Xj))ogjgk est réduite au vecteur nul donc elle est lide.
Supposons alors k£ non nul.

Sij=0:®,(X7)=kXO est un élément de Ej_.

Si j est dans [1,k — 1], ®x(X7) = ®(X7) + kX7 = j2XI=1 + (k — j) X7 est encore un élément de Ej,_1.

Sij=k, ®,(X7) =Kk2X" 1 est toujours un élément de Ej_;.
Ainsi (®(X7) + ka)ogjgk = ((I)k(Xj))ogjgk est une famille de k + 1 éléments de E)_;1 qui est un espace vectoriel de
dimension k. Cette famille est donc nécessairement liée.

Pour tout élément k de [0,n], (®(X7) + kX7) est une famille liée de E,, |.

0<ji<k

Reprenons k dans [0,n]. (®(X7)+ ka)0<j<k = (<I>;€(Xj))0<j<k est une famille liée donc on peut trouver k + 1 réels
k k
ag, a1, ..., G, non tous nuls, tels que Zaj<1>k(Xj) = 0, ou tel que ‘bk( anj) =0g,.
Jj=0 j=0
k
Ainsi Z a; X7 est un élément non nul du noyau de ®;, = ® — (—k)Idg, . Ce noyau n’étant pas réduit au vecteur nul,
§=0
—k est valeur propre de ®.

’ Pour tout élément k de [0,n], —k est valeur propre de ® ‘

b) ® admet au moins n+ 1 valeurs propres distinctes —1, —2, ...,—n. Comme c’est un endomorphisme de 1’espace vecto-

riel E, qui est de dimension n+ 1, ® admet exactement n+ 1 valeurs propres distinctes et donc | ® est diagonalisable |.

¢) D’apres ce qui précede, ® admet n + 1 sous-espaces propres distincts dont la somme des dimensions est n+ 1. Dans
ces conditions chacun de ces sous-espaces propres ne peut donc étre que de dimension 1.
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Soit k& un élément de [0,n] et Sk un vecteur propre de ® associé a la valeur propre —k. Sy engendre le sous-espace
propre SEP(®, —k) correspondant. Montrons alors l'existence et 'unicité de Py et pour cela commengons par noter
ap XP le terme de plus haut degré de Sj;.

Unicité Supposons que Py existe. Py est un élément de SEP(®,—k) = Vect(Sk), donc il existe un réel A tel que
P = \S}.

Comme Py est unitaire: 1 = Aoy, et ainsi P, = (1/a,)Sk. D’out unicité de Py.

Existence. Posons P, = (1/a,)Sk. Pi est un élément de Vect(Sy) = SEP(®, —k) donc vérifie ®(P,) = —kPy ; de plus
son terme de plus haut degré est: (1/a,)a, X? = XP. Ainsi Py, est unitaire.

’ Pour tout k dans [0, n], il existe une unique fonction polynéme unitaire Py, vérifiant ®(Py) = —kP; ‘

d) Soit k dans [0,n]. Notons p le degré de Py. Le coefficient de X? dans —kPy est —k. Le coefficient de X? dans
O(Py) = XP!+(1—X)P] est —p (c’est en fait le coefficient de X? dans —X P/). Comme ®(P;) = —kPj on obtient :
—p=—ket doncp==~k!

’ Pour tout k dans [0,n], Py est de degré k ‘

e) Qo = 1 est une fonction polyndéme unitaire et (Qp) = 0 = —(0)Qo donc .

()1 est une fonction polynéme unitaire et ®(Q1) = (X — 1) = X0g, + (1 — X) x 1 = (—1)Q; donc .
Q2 = X? — 4X + 2 est une fonction polyndome unitaire et ®(Qs) = ®(X2 —4X +2) = X x 2+ (1 - X)(2X —4) =

—2X2 48X — 4 = —2Q, donc .

a) Solent P et @) deux éléments de E,.

Posons pour tout élément t de [0,+oo[, v(t) = tP'(t)e"'. v est dérivable et, pour tout élément ¢t de [0,+oo|:
V' (t) = [P/(t) + tP"(t) + tP'(t)(—1)]e~" = [tP"(t) + (1 — t)P'(t)| e~ = ®(P)(t) e~*. v/ étant continue sur [0, +o0, v
est de classe C! sur cet intervalle. Q est également de classe C* sur [0, +o0o[. Des lors fixons A dans R** et intégrons

par parties.

A A A
/0 B(P)(1) Q(t) e i = / o (1) QU dt = [v(t) Q) — / ot) Q' (1) dt.

A A
| e@mamea =)o) Qo - [ PO tar
Remarquons alors que:
- /+<><> ®(P)(t) Q(t) e~ dt converge et vaut < ®(P),Q > ;
0

- v(0)Q(0) = 0 car v(0) =0;

- AETOO (v(®)Q(t)) = AETOO (tP'(1)Q(t) e7") = 0 car XP’Q est un élément de E.

En faisant tendre A vers oo l'intégration par parties précédente fournit :

“+oo
<®(P),Q >= —/0 tP'()Q'(t) e " dt |.

b) Soit P et Q deux éléments de E,,.

+oo +oo
< ®(P),Q >= 7/0 tP'(t)Q'(t) e tdt = 7/0 tQ' (t)P'(t) e ' dt =< ®(Q), P >=< P, ®(Q) >.

’ ® est un endomorphisme symétrique de FE, ‘

¢) ® est un endomorphisme symétrique de E,, donc ses sous-espaces propres sont orthogonaux. Ainsi (P, Py,...,P,)
est une famille orthogonale de FE,, ; les vecteurs de cette famille orthogonale étant non nuls, cette famille est libre.
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(Py, Py, ..., P,) est une famille libre orthogonale de n + 1 éléments de E,, qui est de dimension n + 1, par conséquent

’ (Po, Py, ..., P,) est une base orthogonale de E,, ‘

n
Remarques 1. (Py, Py, ..., P,) base de FE,, pouvait s’obtenir directement en remarquant que E,, = @Vect(Pk) (Q2).
k=0
2. Notons que, pour tout élément k de [0,n], (Py, P1,. .., Px) est une base orthogonale de Ej, et méme que P = Q.
3. On peut montrer que, pour tout k dans [1,n], Py admet k racines réelles distinctes appartenant toutes & l'intervalle
10, +00[ (voir encore & ce sujet la partie IIT du probléeme d’Edhec 98). Cette remarque permettra aux lecteurs plus
exigeants de généraliser les résultats de la partie III.
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LYON 2000 Premier probléeme

Partie I

1. a. S est une matrice symétrique et réelle donc ’ S est diagonalisable dans M3(R ‘

V3 V3 0\ 1
b. Faisons simple. tpp=_—— 1 1 21—\ - 3 1 \/5
Vilva v va) Ve o 2 2
L[ 3+3 V3-V3 V6 — 6 L (6 00
PP=c | VB=V3 l4l4d V2HV2-2V2 =0 | 0 6 0] =T
V6—V6 V2+V2-2V2 24242 00 6
Ainsi P est inversible et P~! =P (P est une matrice orthogonale).

e Supposons que D est une matrice diagonale de M3(R) telle que S = PD'P.
D =13DI3 ='PPD!'PP ='PSP. D’ou 'unicité de D.

e Dés lors posons D = *PSP et vérifions que D est une matrice diagonale de M3(R) telle que S = PD!P.

1\/3—\/?30 5221\/51\/5

='PSP=—| 1 1 -2 2 5 2| —=|-v3 1 V2
Vilva vz va)\2 2 5)/V6\ 0 2 2
1\/[0 33 3 9v2\ | /18 0 0 300
D=- ) -3v3 3 92| =-[0 18 0]=|0 3 0
fff 0 -6 9v2 0 0 54 00 9
3 00
D=0 3 0]|.D="PSP est bien une matrice diagonale de M3(R).
0 0 9
De plus PD'P = P*PSP'P = I3S1; = S.
300
Il existe une matrice diagonale D de M3(R) et une seule telle que S = PD*P. D='PSP= (0 3 0
0 0 9
(V3 1 (!
Remarque On peut encore obtenir le résultat demandé en posant X1 = — | —vV3 |, Xo = — | 1 |, X3 =
Ve o VB

V2
1
— | V2 | et en vérifiant que (X1, X2, X3) est une base orthonormale de M3 1(R) constituée de vecteurs propres de

V6 \ 2

S respectivement associés aux valeurs propres 3, 3 et 9.

01 0 01 0\ /0 1 0 00 1

2.a M-2I;3=(0 0 1|.(M-2)%=(0 0 1 00 1)=[|1100
100 1 00/)\1 0 0 01 0
01 0\ /0 0 1 100

M—2;%=(0 0 1|1 00]l=[010 :13.](M7213)3:13\.
100/)\0o 10 00 1

b. Raisonnons par absurde. Supposons que M soit diagonalisable dans Mj3(R). Remarquons alors que H =
(X —2)3—1=(X—3)(X?-3X +3) est un polynome annulateur de M ayant pour unique racine réelle 3. Alors 3 est
la seule valeur propre réelle possible de M. Mais M est diagonalisable dans M3(R), donc 3 est la seule valeur propre
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réelle de M et le sous-espace propre associé est égal & M3 1(R). La dimension de ce sous-espace propre est donc 3
et aussi 3 — rg(M — 3I3) non? Ainsi rg(M — 3I3) = 0; M — 313 est alors la matrice nulle. M vaut donc 313 ce qui
contrarie légerement la définition initiale de M.

M n’est pas diagonalisable dans M3(R) ‘

1
Remarque Le sous-espace propre de M associé a la valeur propre 3 est la droite vectorielle engendrée par | 1
1

Notons que M est diagonalisable dans M3(C) (il est aisé de vérifier qu’elle posséde trois valeurs propres distinctes
.9 34+iV3 4 3-iV3
dans C:3, =5¥= et =—5*=).
2 01 2 1 0 5 2 2
ctMM=[1 20|02 1|=(25 2| |[tMM=5]
01 2 1 0 2 2 2 5

Remarque Dés lors il n’est pas trés surprenant que S soit symétrique et a valeurs propres positives ou nulles...

Partie 11
1. Soient x et y deux éléments de R™ de matrices X et Y dans la base B.
g(y) et f(x) ont pour matrices 'AY et AX dans la base B.
Alors < g(y),x >=ttAY)X = 'Y1(PA)X = 'Y AX =<y, f(x) >.

V(ry) € @2 <gly).x >=<y. /(@) > |

Reprenons un élément = dans R™ et appliquons ce qui précede avec y = f(x).

Il vient : < g(f(z)), 2 >=< f(x), f(z) >= [ f(@)|* | Yz € R, < (go f)(x),x >= | f(2)]? |

2. go f est un endomorphisme de R comme composée de deux endomorphismes de R".

Soient x et y deux éléments de R™. Appliquons deux fois Q1.
<(go @),y >=<g(f(x)),y >=< f(x), f(y) >

<, (g0 f)y) >=<g(f(y),z >=<f(y), [(z) >=< f(z), f(y) >
Ainsi:V(z,y) € (R")?, < (go f)(z),y >=<x,(go f)(y) >

’ g o f est un endomorphisme symétrique de R" ‘

Remarque  On peut aussi obtenir ce résultat par des considérations matricielles. B = (e1,ea,...,e,) est une base
orthonormale de R™ et la matrice de g o f dans cette base est *AA donc est une matrice symétrique car *(*AA) =
tAY(*A) =t AA. Ceci suffit pour conclure.

3. go f étant un endomorphisme symétrique de 1’espace vectoriel euclidien R", | g o f est diagonalisable ‘

Soit A une valeur propre de g o f. Il existe un élément non nul x de R™ tel que (g o f)(z) = Az.

2
If(@)]?2 =< (g0 f)(z),z >=< Az,xz >= A < z,2 >= A ||z|%. Alors A\ = W puisque z n’est pas nul.
x

A est positif ou nul comme quotient d’un réel positif ou nul par un réel strictement positif.

’ Les valeurs propres de g o f sont positives ou nulles ‘

4. g o f étant un endomorphisme symétrique de l’espace vectoriel euclidien R", le cours permet de dire que:

’ il existe une base orthonormale B’ = (€/1,€’s,...,€’,) de R™ constituée de vecteurs propres de go f |

/

5. Soit A1, A9, ..., A, les valeurs propres de g o f associées aux vecteurs propres €}, €b, ..., /.
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@ est la matrice de passage de la base orthonormale B = (e, es,...,e,) & la base orthonormale B’ = (¢/1,¢'5,...,¢,)
donc Q! =*Q. Notons encore que *AA est la matrice de g o f dans B.

Alors la matrice de g o f dans la base B’ est: Q1P AAQ = 'QTAAQ.

Mais, pour tout élément i de € [1,n], (go f)(e;) = A; €.

M O -0
Alors ‘Q* AAQ est la matrice diagonale A2
: . -0
0 -+ 0 M\,
Il est grand temps de traiter le probleme... dans toute sa plénitude.
w0 0
Soient p1, pa, ..., tn n réels positifs ou nuls et A la matrice diagonale H2
0 0 pn
TAA = Q(A2)IQ = 'Q'AAQ = 'QQ(A?)'QQ = Q' AAQ = A”.
MO - 0 p 0 o 0\ w2 0 - 0
. . . : 9 - .
AA=QA) Qe | U A2 o 0 O e
N () N ( N
0 -+ 0 M\ 0 -+ 0 jpp 0 e 0 2

tAA = Q(AY)IQ <= Vi € [1,n], u? = ;.

ALy ooy Any H1, oy Hn étant des réels positifs ou nuls on a:'AA = Q(A?)!Q < Vi € [1,n], ui = V\i.

1l existe un unique n-uplet (p1, po, - - ., tin) de réels positifs ou nuls tel que la matrice diagonale
g 0 - 0
A=| Y T e My (R) vérifie: PAA = Q(A2)Q. [ Vi€ [Ln], pi= v |
N (
0 -+ 0 jpn
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6. Soient i et j deux éléments de [1,n]. < (go f)(e}),e; >=< f(e]), f(€) >.

Donc < f(e}), f(e}) >=< (go f)(e}), € >=< \; e, e >= N\ <ej,e; >.

Rappelons que (€'1,¢€’s,...,€',) est une base orthonormale de R™.

Donc si i n’est pas égal & j: < f(e;), f(ej) >= N\ <ej, e} >=0.

De plus: [[f(e))]|* =< f(€), f(ej) >=X; < €], e} >=A;llej[|? = A;. Alors [[f(ef)] = \/A; = py-

(f(e’l), fles), ..., f(e;)) est une famille orthogonale et pour tout élément j de [1,n], [|f(e})| = ; |

7. a. A est inversible donc A également. *AA est alors inversible comme produit de deux matrices inversibles. Par

conséquent les valeurs propres de *AA donc de g o f sont non nulles. Ainsi Ay, ..., A, sont des réels non nuls.
Comme p; = /), pour tout élément i de [1,n], | les nombres réels u1, pa, ..., i, sont tous non nuls |
o 14 1 no 1 / 1 / /
7. b. Soient i et j deux éléments de [1,n]. < — f(e;), — f(e}) >= < fle;), f(e]) >.
Hi e i g

1 1
Sii et j sont distincts, < — f(e;), — f(€}) >= 0 car la famille (f(e’l), fles), ..., f(e;)) est orthogonale.
Hi M
Loy ey s= 1 ) S= = D) = 1 N = s
< — [fle)), — f(ej) >= — < f(€&)), f(€)) >= — | f(e))[I” =1 car [[f(e))]| = p;-
Nj :u’j ,U/j Mj
1
f(ey),...,—
(e2) .

1
Finalement la famille (— fley), f (e%)) est orthonormale. Elle est donc libre.
M1

1

H2
1 !/ 1 !/ 1 !/ . . 712 . . .

(— fley),— f(ey),...,— f(en)) est une famille libre de n éléments de R™ qui est de dimension n.
251 M2 Hn

C’est donc une base de R".

1

M2

1 1
Ainsi | C = (— f(eh), (Y- f(e;)) est une base orthonormale de R™ |.
H1 Hn

7. c. C’est tres simple pourvu que 'on sache son cours. Un petit rappel s’impose.

E est un espace vectoriel de dimension non nulle p. U et U; sont deux bases de E et Pas(U,U;) est la matrice de
passage de U a U .

E’ est un espace vectoriel de dimension non nulle n. U’ et U’y sont deux bases de E’ et Pas(U’,U]) est la matrice de
passage de U’ A U, .

f est une application linéaire de E dans E’. Alors:

| M(f,0,U5) = (Pas(U’,U)) ™" M(f,U,U') Pas(U,Uh) |

Appliquons. A = M(f,B,B) = (Pas(C,B))~* M(f,B’,C) Pas(B',B).

Or (Pas(C,B))~! = Pas(B,C) = R et Pas(B',B) = (Pas(B,B'))"! = Q7! ='Q. Alors A= R M(f,B,C) 'Q.
Cherchons : M(f,B’,C). Observons que:Vi € [1,n], f(e)) = /,LL(i f(e;)).

%

g 0 - 0

Ainsi la matrice de f relativement aux bases B’ et C est: A = 0 H2
R 0|
0 -+ 0 fpn

Finalement .

Partie IIT
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Soit f I'endomorphisme de R?® de matrice M dans la base canonique B = (e, ez, e3) de R3. Soit g 'endomorphisme
de R? de matrice ‘M dans B. La matrice de g o f dans B est ‘MM = S.

1 1 1
Posons ¢ = %(\/gel —\/geg), eh = %(614-62—263) et ef = %(\[261+\[262+\f263).

Des calculs élémentaires montrent que (e}, e, e4) est une famille orthonormale de R3. C’est donc une famille libre de
trois vecteurs de R* qui est de dimension 3. Alors B’ = (e}, €}, e4) est une base orthonormale de R3.

Notons que la matrice de passage de B & B’ n’est autre que la matrice P. Or nous avons vu que:

300
S=PD'P=PDP tavecD=|(0 3 0
0 0 9

Alors D = P71SP n’est autre que la matrice de g o f dans la base B’ et ainsi B’ est une base orthonormale de R?

constituée de vecteurs propres de g o f respectivement associés aux valeurs propres 3, 3 et 9.

Nous pouvons alors appliquer la partie IT car la matrice M est inversible (3 est sa seule valeur propre réelle).

V3 0 0
Ainsi M = RA*Q ol Q est matrice de passage de Ba B’ (donc Q =P),A=| 0 /3 0 | et R est la matrice de
0 0 3

passage de B a C = (% fleh), —= fley), é f(eé))

Déterminons R.

1 VEVEY (21 0\ (VBB [ VENE
3/1:—(\/3@1—\/362) et M —\/3/\/6 = 0 2 1 —\/3/\@ = —2\/5/\/6
V6 0 10 2 0 V3/\/6
V3 1,1

Donc f(e}) = — (e; — 2e5 + e3) et — =—
f( l) \/6(1 2 3) \/g \/6
1., 1 1.,

On obtient de la méme maniere — f(e) = (e1 —e3) et 3 f(es) (e1 + ez + e3).

_ L
V3
| | L V3 V2

Ainsi C = (— (e1 —2e3 + e3), —= (e1 — e3), (e1 + ez +€3)) et R= 7
1L =3 V2

w
S

—_

1
V6 2 V3

Finalement
L (1 VB oV2 V3 0 0 L (V31 V2
M=RA'QavecR=—-2 0 V2|, A= 0 V3 0|letQ=—|-V3 1 V2
Ve 1 _v3 2 0 0 3 Ve o 2 a2
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LYON 2002 Second probléeme

PARTIE 1: Etude d’un exemple

1. Soit A un réel et soient P, Q et R trois éléments de E.
e p(AP+Q,R)=(AP+Q)(0)RO)+ (AP+Q)(1)R(1)+ (AP +Q)(-1) R(-1).

(AP +Q,R) = (AP(0) + Q(0)) R(0) + (AP(1) + Q(1)) R(1) + (AP(-1) + Q(—1)) R(-1).

(AP +Q,R) = A\[P(0) R(0) + P(1) R(1) + P(~1) R(-1)] + [Q(0) R(0) + Q(1) R(1) + Q(—1) R(-1)].
PAP+Q,R) =Xo(P,R) + ¢(Q, R).

* o(P,Q) = P(0)Q(0) + P(1) Q1) + P(—=1) Q(—1) = Q(0) P(0) + Q(1) P(1) + Q(—1) P(-1) = ¢(Q, P).

e o(P,P) = (P(0))* + (P(1))* + (P(-1))* > 0.

e Supposons que ¢(P, P) = 0. Alors (P(O))2 + (P(l))2 + (P(—l))2 =0.

)=
)=

Done (P(0))” = (P(1))* = (P(-1))* =0.

Ce qui donne P(0) = P(1) = P(—1) = 0. P est alors un polynéme de degré au plus 2 qui a trois zéros distincts. P
est donc le polynéme nul.

Ainsi o(P,P)=0= P = 0g.

Les quatre points précédents indiquent alors que :

’ @ est un produit scalaire sur E. ‘

P"(0
2. a. Soit P un élément de E = Ry[X]. La formule de Taylor donne P(X) = P(0) + P'(0) X + %Xz.

Alors P(1) — P(—1) = P(0) + P'(0) + @ _ <P(O) _P(0)+ P/;(O)) — 2 P/(0). Ainsi:

(VP eE, 2P'(0)— P(1)+ P(-1)=0. |

2. b. Soit P un élément de E. U(P) =2P'(0) X? — (P(1) + P(-1)) X.

U(P)(0) =0,U(P)(1) =2P'(0)— (P(1)+P(-1)) = =2 P(-1) (dapres a.) et U(P)(—1) =2 P'(0)+(P(1)+P(-1)) =
2 P(1) (toujours d’apres a.). Alors:

o (u(P), P) = u(P)(0) P(0) + u(P)(1) P(1) + u(P)(—1) P(~1) = 0 x P(0) — 2 P(~1) P(1) + 2 P(1) P(~1) = 0.

VP e F, ap(u(P), P) = 0. u est un endomorphisme antisymétrique de E.

1 1 1
3.a Pi=3 (X*+X). P{=X+ 3 P{(0) = 3 Pi(1)=1et P (—1) =0.
Alors u(Py) =2 P{(0) X? — (Pi(1) + Py (—1)) X = X? — X. Notons que (X? fX)/ =2X-1
Plus rapidement : u?(P)) = u(X? - X) =2(-1) X? - (0+2) X = —2(X? + X) = -4 P,.

Alors Py est un élément non nul de E tel que u?(P;) = —4 Py.

’ Py est un vecteur propre de u? associé a la valeur propre —4.
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1
u est antisymétrique donc P; et u(P;) sont orthogonaux. Pj et B u(Py) le sont également. Ainsi (Py, P;) est une
famille orthogonale de E.

De plus ||P1[|2 = ¢(P1, Py) = (P1(0))” + (P1(1))* + (P (=1))* = 02 + 12+ 0% | P, = 1.
u(P) =X?—X. P, =1X%—1X. P,(0)=0, P2(1) =0et Po(—1) =1.

Alors || Py|2 = (P(0))° + (Po(1)) + (Pa(=1))* = 02+ 02+ 12 = 1. | P, = 1.

©(P1,P2) =0, |P1]| =1et |P1]| = 1. Finalement :

’ (P1, Py) est une famille orthonormale de E. ‘

b. Soit P un élément de E.
P € Keru <= 2P'(0) X2 — (P(1) + P(~1)) X = 05 <= 2P'(0) = P(1) + P(—1) = 0.

Rappelons que 2P'(0) = P(1) — P(—1)

P € Keru <= P(1)— P(=1) = P(1) + P(—=1) = 0 <= P(1) = P(—1) = 0 <= (X — 1)(X — 1) divise P.

Comme P est un polynome de degré au plus 2: P € Keru <= IN € R, P = \(X? —1).

’ Ker u est la droite vectorielle de E engendrée par X2 — 1. ‘

Posons Py = X2 — 1. [|P3]|> = (P3(0))” + (Ps(1))” + (Ps(=1))° = (=1)2 + 02 + 02, || Ps]| = 1.
(p(Pl,Pz;)ZPl(O)P3(O)+P1(1)P3(1)+P1(—1)P3(—1)ZOX (—1)+1XO+OXO:0
(p(P27P3):PQ(O)P3(O)+P2(1)P3(1)+P2(_1)P3(—1):OX (—1)+0XO+1XO=O

Alors (Py, Py, P3) est une famille orthonormale, donc libre, de trois éléments de F qui est un espace vectoriel de
dimension 3. Ainsi (Py, P2, P3) est une base orthonormale de E.

Rappelons que u(Py) = 2P, u(Ps) = %u2(P1) = % (-4 P;) = —2P; et u(Ps;) = 0g. Finalement :

B=(P,P,P) = (3(X?+X),(X?—-X),X?—1) est une base orthonormale de E et la matrice de u

dans cette base est :
-2

0
0

SN O
o O O

PARTIE II: Caractérisations des endomorphismes antisymétriques

1. Soient x et y deux éléments de F.

<u(z+y),x+y>=<u(x)+uly),z+y>=<u(z),z >+ <ulx),y >+ <uly),z >+ <uly),y >.

’V(x,y) € E? <ulx+y),r+y>=<ulx),r>+ <ul®),y>+ <uly),z >+ <uly),y >.‘

e Supposons que u est antisymétrique. Vt € E, < u(t),t >=0.

Alors V(z,y) € E?, <u(z+y),z+y>=0.

Donc V(z,y) € E?, <u(x),z >+ <u(x),y >+ <uy),r >+ <u(y),y >=0.
Ce qui donne encore: V(z,y) € E?, 0 + < u(z),y > + < u(y),z >+ 0=0.

Finalement V(z,y) € E?, < u(x),y >= — < z,u(y) >.
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e Réciproquement supposons que:V(z,y) € E?, < u(z),y >= — < z,u(y) > et montrons que u est antisymétrique.
Par hypothese:Vz € E, < u(x),z >= — < z,u(z) >= — < u(x),x >.

Donc Vx € E, 2 < u(z),x >=0ouVz € E, <u(z),z >=0. u est antisymétrique.

u est un endomorphisme antisymétrique si et seulement si:V(z,y) € E?, < u(z),y >= — < z,u(y) >. ‘

n
2. a. Soient i et j deux élément de [1,n]. u(e;) = Z Mi,j €k
k=1

n n
Alors < e;,u(e;) >=< ei,z My, j ex >= Z my,; < €;,ex >.
k=1 k=1

(e1,€2,...,e,) étant une base orthonormale on obtient < e;, u(e;) >= m; ;.

V(i,5) € [1,n]% mij =< e;ule;) >.

b. M est la matrice de u dans la base B = (e1,ea,...,ep).
e Supposons que u est un endomorphisme antisymétrique.

Alors V(i,7) € [[l,n]]Q,mj,i =<ej,ule;) >=— <ulej),e; >= — < e;,u(ej) >= —my ;. Ainsi ‘M = —M.

e Réciproquement supposons que M = —M et montrons que u est un endomorphisme antisymétrique.
Soient = et y deux éléments de E de coordonnées (z1,xa,...,2Ty) et (y1,¥2,...,Yyn) dans la base B.
Soient (2'1,2'2,...,2'y) et (¥'1,¥ 2y -, ¥,,) les coordonnées de u(x) et u(y) dans B.

n

n
B étant orthonormale < u(z),y >= Z Ty et < z,u(y) >= Z Tk Y-
k=1

k=1
n n n n n n n
<=3 (S ) =3 (z e y> P (z - y> — S
k=1 \j=1 j=1 k=1 j=1 k=1 j=1
Ainsi < u(z),y >= — < z,u(y) >. Ce qui achéve de prouver que u est antisymétrique.

Remarques 1. Au niveau de la réciproque on aurait pu se contenter de prouver que Vz € E < u(x),x >= 0.

2. On peut également obtenir cette réciproque en faisant intervenir les matrices X et Y de x et y dans la base
orthonormale B et écrire :

<u(z),y >=< MX,Y >='(MX)Y ='X'MY = ~'XMY = — < X, MY >=< z,u(y) >

u est un endomorphisme antisymétrique si et seulement si la matrice M associée a u relativement a la
base B vérifie tM = —M.

PARTIE III: Propriétés générales des endomorphismes antisymétriques

1. Soit A un réel valeur propre de u. Il existe un élément non nul = de E tel que u(z) = Ax.
<u(z),z >=0et <u(z),r >=< Az, >= X < z,2 >= \|z|>. Donc A ||z||*> = 0.

Comme z n’est pas nul sa norme ne ’est pas davantage et A est nul.

’ Si A est un réel valeur propre de u, A est nul. ‘
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2. Soit z un élément de Keru et y un élément de Imw. Il existe un élément ¢ de E tel que y = u(t).
<z,y >=<z,u(t) >= — < u(z),t >=— < 0g,t >=0. Ceci achéve de montrer que Keru et Imu sont orthogonaux.

En particulier Keru NImu = {Og}. Le théoreme du rang donne dim E = dimKer u + dimImu. Il est alors clair que
Keru et Imu sont supplémentaires.

’ Imwu et Keru sont orthogonaux et supplémentaires.

Sans aucun doute Keru C Ker u?. Montrons I'inclusion inverse.
Soit  un élément de Ker u?. u(u(z)) = 0p donc u(z) est élément de Keru... et de Imu.
Comme Ker u et Im u sont supplémentaires : u(z) = Og et & appartient & Ker u.

Par conséquent Keru? C Keru et finalement :

’ Ker u = Ker u?. ‘

3. Soit M la matrice de u dans une base orthonormale B de E. D’apreés II 2. b., *M = —M.
M? est la matrice de u? dans B et 'M? = ‘MM = (—M)(—M) = M?.

La matrice de u? dans la base orthonormale B est symétrique donc u? est symétrique.

Soit A une valeur propre de u®. 1l existe un élément non nul z de E tel que u*(x) = Az.
Mzl =< Az, 2 >=< u?(z),z >= — < u(x),u(z) >= —||lu(z)|].

()]

BE - Il devient alors clair que A est un réel négatif ou nul.
x

x n’est pas nul donc A = —

’ u? est un endomorphisme symétrique de E et toute valeur propre de u? est négative ou nulle.

2

4. a. u? est un endomorphisme symétrique de E donc u? est diagonalisable. Ainsi il existe une base B =

(€'1,€'9,...,¢',) de E constituée de vecteurs propres de u?.

Supposons que 0 soit la seule valeur propre de u2. Comme u? est un endomorphisme symétrique, u? est diagonalisable
et Ker u? est le seul sous-espace propre de u?.

Alors Keru? = E. 2. donne alors Keru = E. u est alors ’endomorphisme nul ce qui contredit I’hypothese faite au
début de la partie.

’ u? admet au moins une valeur propre non nulle. ‘

b. Il existe un réel non nul \ tel que u?(x) = Ax. Notons que, d’apreés ce qui précede, A est strictement négatif.
u(F) = u (Vect (z,u(z))) = Vect (u(z),u*(z)) = Vect (u(z), A\z) C Vect (z,u(z)) = F. F est stable par w.

Ne reste plus qu’a montrer que F' = Vect (:v, u(x)) est un plan vectoriel de E. Pour ce faire il suffit de montrer que la
famille (1’, u(x)) est libre car c’est déja une famille génératrice de F.

Supposons (z,u(x)) liée. Comme z n’est pas nul il existe un réel v tel que u(z) = yx. Alors u?(z) = 72z or
u(z) = Az. Ainsi 22 = Az. x n’étant pas nul, A\ = 72 ce qui contredit le fait que \ est strictement négatif.

Finalement (z,u(z)) est libre.

F = Vect (x, u(m)) est un plan vectoriel de F stable par u.
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c. Qui peut le plus peut le moins. Prenons donc un sous-espace vectoriel G stable par u et montrons que G est
également stable par u.

Soit z un élément de G*. Montrons que u(z) appartient encore a G*.
Vz € G, u(z) € G. Donc Va € G, < u(z),z >=0.

u étant antisymétrique on a encore:Va € G, — < x,u(z) >=0ou Vz € G, < z,u(z) >= 0. Ce qui signifie que u(z)
est un élément de G.

Vz € G*, u(z) € GH. G+ est stable par G. Ce résultat appliqué & F permet de dire que:

’ FL est stable par u. ‘

d. u; est un endomorphisme de F* et V(z,y) € (FJ-)27 <u(x),z >1=<u(z),z >=0.

u; est un endomorphisme antisymétrique de Ft-.

Im u; est un sous-espace vectoriel de F+ donc FNImu; = {0g}. F et Imu; sont en somme directe.

Montrons alors, par double inclusion, que Imu = F & Im u;.

e )\ n'est pas nul et u?(z) = Az donc x = u(u (3 x)) est un élément de 'image de w. Alors z et u(x) sont deux
éléments de I'image de u. Ainsi F = Vect (z,u(x)) est contenu dans Imu.

Imu; = uy (FJ‘) =u (FL) C Imu.

F et Imuy étant contenu dans Imu, F' & Imu est contenu dans Im w.

e Réciproquement soit y un élément de Imwu. Il existe un élément ¢ de E tel que y = u(t).

F et F* sont supplémentaires donc il existe un unique élément (¢/,¢") de F' x F* tel que t =t/ +t".

y=u(t) =u(t") +u(t") =ut') +ui(t"). u(t') appartient & F car ¢’ est dans F' qui est stable par u, et u(t”) est un
élement de Im u;. Alors y appartient & F'+Imwu; = F @ Imuy.

Ceci acheéve de montrer que Imu est contenu dans F & Im u;.

’ u; est un endomorphisme antisymétrique de F- et Imu = F & Im u;

5. Montrons le résultat a ’aide d’une récurrence faible sur la dimension de E.
e Soit u un endomorphisme antisymétrique d’un espace vectoriel £ de dimension 0.
Nécessairement Imu = {Og} et donc le rang de u qui vaut 0 est pair. La propriété est vraie pour n = 0.

e Soit n un élément de N. Supposons que tout endomorphisme antisymétrique d’un espace vectoriel euclidien de
dimension inférieure ou égale a n soit de rang pair. Montrons qu’il en est encore de méme pour les endomorphismes
antisymétriques des espaces vectoriels euclidiens de dimension n + 1.

Soit u un endomorphisme antisymétrique d’une espace vectoriel euclidien £ de dimension n + 1.
Si u est nul son rang, qui vaut 0, est pair. Supposons désormais que u n’est pas nul et utilisons a plein 4..

u? posséde une valeur propre non nulle (et méme strictement négative). Soit x un vecteur propre associé i cette valeur

propre. F = (z,u(z)) est un plan vectoriel stable par u. F* est stable par u.

Soit u; ’endomorphisme de F* défini par: Vo € F*, ui(x) = u(z). u; est un endomorphisme antisymétrique de F+
et Imu=F ®Imu;.

dim F+ = (n+1) — 2 =n — 1. L’hypothese de récurrence nous permet alors de dire que le rang de u; est pair.
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Il ne reste plus qu’a remarquer que rgu = dimIm u = dim (F @ Im ul) =dim F' +dimImw; = 2+ rgu; pour dire que
le rang de w est pair et ainsi achever la récurrence.

Le rang d’un endomorphime antisymétrique est pair.

PARTIE IV : Application

1. 'A = —A. Comme A est la matrice de u relativement a la base orthonormale B on peut dire que:

u est un endomorphisme antisymétrique de F.

1 0 4 1 -1 1 3
1 -4 0 -1 -1 1 -3
A -1 (1 1 0 -5 -1 0
0 1 1 5 0 0 -3
3 0 4 1 -1 3 -9 1 1
-3 |40 -1 -1 =31 _ [ -9 9 _ 1
A 0 (1 1 0 -5 0 = 9 . Alors A 1= 9 1
-3 1 1 5 0 -3 0 0 0

Ainsi v?(f1) = =9 f1. f1 n’étant pas nul:

’ f1 =e1 4+ es — e3 est un vecteur propre de u? associé a la valeur propre —9

2. Ce que nous avons vu plus haut (IIT 4.) permet déja de dire que F' est un plan vectoriel stable par F et que

(f1,u(f1)) en est une base et méme une base orthogonale car fi et u(f1) sont orthogonaux.
1 1

Posons des lors €] = T fiet ey = ——— u(f1). (e},eh) est alors une base orthonormale de F'.
1

lu(f)ll
fi=e1+ex—ezetu(fi) =3e —3es — 3ey. Par conséquent ||f1]| = /3 et lu(f)] = 3/3.

1 1
(6’1, 6/2) = ( (el +eg — 63), — (61 —e9 — 64)> est une base orthonormale de F.

V3 V3

Cherchons F*+. Nous pouvons déja dire que F* est un plan vectoriel (dim F+ = dim E — dim F = 4 — 2 = 2) stable
par u.

Soit x = x1 €1 + xo e + T3 €3 + 14 €4 un élément de E.

Comme (€}, e}) est une base de F':

z € Ft «—=< x, 6] >=<x,ef >=0<= 11 +29— a3 =21 — T2 — x4 =0 <= 23 =1 + T2 €t 4 = T1 — To.
Pas de doute, f3 = e; + e3 + e4 est un élément de F-. Alors u(f3) est également un élément de F+.

Notons que u(f3) = —6(e2 + e3 — e4) (ce qui confirme son appartenance a F1).

( fa,u( fg)) est alors une famille orthogonale de deux vecteurs non nuls de F*. ( I, u( fg)) est donc une famille libre

et orthogonale de deux éléments du plan vectoriel F-. ( fa,u( fd)) est une base orthogonale de F*.
1 1

Posons e} = Thl fzet e} = ———— u(f3). (4, €}) est alors une base orthonormale de F*-.
3

[u(fs)l
fa=e1+e3+eqetu(fz) = —6(ex +e3 —ey). Par conséquent || f3] = v/3 et ||u(f3)]| = 6 /3.

1 1
(e5,€)) = <\/§(61 +es+es),—=(—e—ez+ 64)) est une base orthonormale de F'1.

w
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3. (e}, ¢€h) est une base orthonormale de F', (e}, €}) est une base orthonormale de F'* et, F' et F'* sont supplémentaires

et orthogonaux donc By = (], €5, €5, €}y) est une base orthonormale de E.

Cherchons la matrice de v dans cette base.

1 1 1
Rappelons que ¢/ = — f; et que e, = ——= u(fy). Alors u(e}) = —=u =3el.
pD que € = = f1 et que ey 373 (f1) (e1) 7 (f1) 2

Rappelons également que ug(fl) =-9fi=-9V3¢].

W?(f1) = (—9V3e)) = —3¢.

Alors u(ey) =

3\f 3f

el—|—63+e4) ete&zi(—62—€3+€4),
V3

\

g

0 0 —6
-1 -1 0
=6 1 et A IRl B —6

1 1 —6

_ = O =
—_ =0 =

Donc u(es) = 6¢) et u(e}) = —6¢e4. Finalement :

(1(61+6263)71( 64),L( 1
V3 V3 V3

orthonormale de E et la matrice de u dans cette base est :

0 -3 0 0

3 0 0 0O
0 0 0 -6
0 0 6 0

By =

€1 — €2 —
3

e1 +es+ 64), —( —eg — €3+ 64)> est une base
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LYON 2003 Second probleme

PARTIE I: Inverse généralisé d’un endomorphisme symétrique

f est non inversible donc f n’est pas bijective. Comme f est un endomorphisme de E, qui est de dimension finie, f
n’est pas injective. Son noyau n’est donc pas réduit a Og donc 0 est valeur propre de f.

f est diagonalisable car f est un endomorphisme symétrique. Supposons que 0 soit la seule valeur propre de FE. Alors
le sous-espace propre de f associé a 0 est E donc Ker f = E et f est 'endomorphisme nul de E ce qui contredit
I’hypothese.

’ 0 est valeur propre de f et f admet au moins une valeur propre non nulle. ‘

. Tout cela est du cours. Soit « un élément de Ef(\) et y un élément de Ef(u). f(x) = Az et f(y) = py.

A< zy >=< A,y >=< f(z),y >=<z, f(y) >=< z,py >=p < z,y > (f est symétrique).

’VmGEf()\), Vye E(p), A<z, y>=p <z,y >.‘

. Soient A et u deux valeurs propres distinctes de f.
Vo € E¢(N\), Vy € Ef(p), A<z,y>=p <z,y>donc Ve € Ef(N), Yy € E¢(n), (A —p) <z,y >=0.

Comme A — p n’est pas nul:Vz € Ef(N), Yy € Ef(p), <z,y >=0. Ef(A) et Ef(p) sont donc orthogonaux.

’ Les sous-espaces propres de f sont deux a deux orthogonaux. ‘

Soient x un élément de Ker f et y un élément de Im f. f(x) = 0g et il existe un élément ¢t de E tel que y = f(¢).
<z,y>=<uzx, f(t) >=< f(z),t >=<0g,t >=0.
Vo € Ker f, Vy € Im f, < x,y >= 0 donc Ker f et Im f sont orthogonaux. En particulier leur intersection est {Og}.

Or, d’apres le théoreme du rang, dim F = dimKer f + dimIm f. Comme F est de dimension finie ceci acheve de
prouver que Ker f et Im f sont supplémentaires.

’ Ker f et Im f sont supplémentaires orthogonaux dans FE.

Remarque (Ker )1 =TIm f et (Im f)+ = Ker f.
. [ est diagonalisable et admet k + 1 valeurs propres deux a deux distinctes Ag, A1, ..., Ag.

Par conséquent : £ = E¢(Ag) @ Ef(A1) @ --- @ Ey(Ax). Ce qui signifie que:

pour tout élément x de F, il existe un unique (k + 1)-uplet (zo,z1,..., k)

de Ef(Ao) X Ef(A1) x --- x Ef(Ag) tel que z = xg + 21 + -+ - + .

. Soit 7 un élément de [0, k] et soit x un élément de F.
k
(0,21, ..,x) est unique (k4 1)-uplet de Ef(Ao) X Ef(A1) X -+ X Ep(Ag) tel que x = Z Xp.
=0
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x; appartient & Ef();) donc p;(x;) = x;j. Soit £ un élément de [0, k] distinct de j.

xo appartient & E;()\¢) qui est orthogonal & E(\;) donc qui est contenu dans I'orthogonal de E¢(A;). Alors p;(z,) =
Og.

k

Finalement p;(z) = > p(ze) = ;.
=0

Si j est dans [0, k], si  est dans E et si (zg, 21, ...,zx) est unique (k + 1)-uplet de

E¢(XNo) X Ef(A1) X -+ x E¢(A\g) tel que x = xg + 21 + - - - + x, alors: p;(z) = z;.

k k
En reprenant les notations précedentes on a: Idg(x) =z = > xp= > pe(x) = (po + p1 + -+ - + pr)(z) et ceci pour
=0 =0

tout x dans E. Par conséquent :

’IdE:poerlJr"'erk-‘

. Soient i et j deux éléments distincts de [0, k]. Soit = un élément de E.

k
Soit (zo,x1,...,xx) Punique (k + 1)-uplet de E¢(Ao) X Ef(A1) x -+ x E¢(Ag) tel que o = Z Zy.
=0

(pi o p;)(x) = pi(pj(x)) = pi(x;). j étant différent de i, p;(x;) = O car z; appartient & I'orthogonal de Ef(X;).

Finalement Vz € E, (p; op;)(x) = 0g. Par conséquent :

V(i,) € [0,K]*, i # j = piop; =0 (m).-

. Soit  un élément de E et soit (zo,1,...,2,) I'unique (k + 1)-uplet de Ef(Xo) X Ef(A1) x --- X Ef(Ag) tel que

=f (zk: JI() = Zk: f(zy) = zk: Nezp = ;: e pe(z (Z Agpg) (Z Agpg) (Ao = 0).

£=0 £=0

k
Donc:Vx € E, f(x (Z Ae pg) . Alors:
1

F=Y " Nepe=Xip1+Xapa+--+ i

Remarque 1 est aisé de montré que:Vr € N*| f7 = Z Aepy =MDy + A+ -+ e pp-
=1

. Soit z un élément de E et soit (zg,z1,...,xx) I'unique (k + 1)-uplet de Ef(Ag) x Ef(A) X -+ x Ef(Ag) tel que

k
xo appartient & E¢(\g) donc & Ker f. Posons y = Z x¢ et montons que y appartient a Im f.
=1

Ve e [1, k], )\Hé()doncyixei(;ﬁ/\f“)_i(/\lé > (sz:/\l )

(=1 {=1 {=1

Ainsi y appartient a I'image de f.
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On a donc z = xg + y avec xo dans Ker f et y dans Im f. Ceci suffit pour dire que p(z) = y.
k

k
Donc p(z) = Z T =

k
pe(z) = <Z pg) () et ceci pour tout élément x de E. Alors:
=1 =1 (=1

k
p:szzlerszr"'erk-
=1

Remarque Notons que nous avons montré que Ef(A) ® Ef(A2) & - -- Ey(Ag) est contenu dans Im f. En fait il n’est
pas difficle de voir que Ef(A1) ® Ef(A2) @ --- Ef(Ag) =Im f.

k ko
. f:ZAipietfﬁ:Z N Pir
i=1 j=1 "9

k

Ai
5 ()

1 75=1

& Eo k k 1
fof”<Z Aﬂh‘)" > m) =2 (e (5m))
pt =N i=1 j=1 ! ’

Rappelons que Vi € [0, k], p; o p; = p; et que V(i,5) € [0, k]]Q, i#j=piop; =0g(p)-

k

k
Alors:fOfu:Z <i\\2pz> :Zp,»:p
v i=1

i=1

. Soient x et y deux éléments de E.

fl@) =ply) = f(2) = (fo fH)(y) = f2) = fF(FF(y) = f(z = fF(y)).
Ainsi on a f(z) = p(y) si et seulement si f(z — f*(y)) = Op, ou si et seulement si z — f*(y) appartient au noyau de f.

V(z,y) € E?, f(x)=p(y) <=z — f*(y) € Ker f.

. Soit y un élément de E. Im f étant un sous-espace vectoriel de E le cours sur les projections orhogonales montre que
Minf ||2" — y|| existe et que la projection orthogonale p(y) de y sur Im f est le seul élément de ce sous-espace tel que

z'€lm

Ip(y) —yll = Min 12" =yl

Alors 1;@1151 || f(x) — y|| existe et la projection orthogonale p(y) de y sur Im f est le seul élément de ce sous-espace tel
que [[p(y) - yll = Min | f(z) - yl.

Dés lors soit « un élément de E. f(x) est de tout évidence un élément de Im f.

Alnsi ||f(z) —y| = Mi]gl |f(z) — yl| si et seulement si f(x) = p(y) donc si et seulements si z — f#(y) est un élément de
TE
Ker f.

Si x et y sont deux éléments de F :

Mi _ o
. Zel}Ele(z) yl| existe ;

o If(z) =yl = Min[|f(z) - yll = =z — fiy) € Ker f.

. f*(y) — f*(y) = 0p donc f¥(y) — f*(y) appartient alors & Ker f et ainsi: ||f(fu(y)) -y = 1;@]{:1 7 (z) =yl

Montrons alors f*(y) est LE vecteur z de E de plus petite norme vérifiant || f(z) — y|| = Mi]gl 7 (z) =yl
z€
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Version 1 Soit « un autre élément de E tel que || f(z) —y|| = Mi}g Ilf(2) — yl. Alors z — f#(y) appartient & Ker f.
zeE

Montrons que f¥(y) appartient & Im f. V¢ € [1,k], pe(y) € Ef(X¢) done V¢ € [1,k], )\ipg(y) € E¢(e).
¢

Alors f#(y) appartient & E¢(A) @ Ef(X2) @ -+ E¢(\g) qui est contenu dans Im f. f*(y) € Im f.

x — f¥(y) appartient & Ker f, f*(y) appartient & Im f et Ker f et Im f sont orthogonaux donc = — f¥(y) et f*(y) sont
orthogonaux.

Le théoreme de pythagore donne ||z — fF(y)[I* + |/ ()]* = [ (= — f*(»)) + FFW)II* = [l

Alors || fA ()12 < llz = AW + 141> = l=z]|*. Donc || f#(y)|| < [|=[/%. Mieux ||f*(y)|| < [|z||* si @ est différent de
).

Si y est dans E, f¥(y) est le vecteur  de E de plus petite norme vérifiant || f(z) — y|| = Nél}rgl 7 (z) =yl
z

Version 2  Notons S I'ensemble des éléments x de E tels que || f(z) — y|| = l\/élg IIf(z) =yl
z

S={re€FE|z— fiy) €Kerf} ={fi(y) +t;t € Ker f} = {f¥(y) — t;t € Ker f} non ?

On cherche 2y dans S tel que |zg| = M1g||x|| Cela revient & chercher ty dans Ker f tel que ||f*(y) —to| =
TE

Mi Hy) —t|.

tEKleIrlfIIf (y) =t

Le cours sur les projections orthogonales montre que la projection orthogonale u de f(y) sur Ker f est 'unique élément
de Ker f tel que [ f*(y) —ul = Min | f*(y) —t.
teKer f

Donc f#(y) — u est I'unique élément de S tel ||f*(y) — u = Migl Il]|-
A
Comme f*(y) appartient & Im f qui est I'orthogonale de Ker f, sa projection orthogonale u sur Ker f est nulle. Ainsi
F(y) = [*(y) — u est Punique élément de S tel [|f*(y)|| = || f*(y) — u]| = Min |
xE

PARTIE II: Application a un exemple

La matrice A de f dans la base orthonormale B est symétrique donc f est symétrique.

La somme de la deuxiéme colonne et de la quatriéme colonne de A est nulle donc f(e2)+ f(es) = 0g ou f(ea+e4) = Op.
Ainsi es + e4 est un élément non nul de Ker f. f n’est pas injective donc pas inversible.

La matrice A n’étant pas la matrice nulle, f n’est pas ’endomorphisme nul de E.

’ f est un endomorphisme non nul et non inversible de E.

Soit A un élément de R. Cherchons une réduite de Gauss de A — X\ I3. Les opérations Ly <+ L3 et L1 <> L3

3—A 0 -1 0 —1 0 3—)\ 0
0 1-A 0 -1 0 -1 0 11—
transforme A — \ I3 = 1 0 3.\ 0 en | oy 0 1 0
0 -1 0 1—A 0 1-A 0 -1
Les opérations Lz « L3 + (3 — \) Ly et Ly «— Ly + (1 — \) Lo transforme cette derniére matrice en
-1 0 3—A 0
B0 -1 0 1- A
ATl o 0 3-x%2-1 0
0 0 0 (1-XN2-1

A est une valeur propre de A si et seulement si A — \ I3 n’est pas inversible, c’est & dire si et seulement si By n’est pas
inversible.
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B, étant triangulaire supérieure elle est non inversible si et seulement si I'un des coefficients de sa diagonale est nul.

Alors A est valeur propre de A si et seulement si (3 —X)2 —1=0o0u (1 —\)?2 —1=0; cest & dire si et seulement si
3—A=1loud—-A=-1loul—-A=1loul—-XA=-1.

Les valeurs propres de A sont donc 0, 2 et 4.

’ f admet exactement 3 valeurs propres distinctes: A\g =0, Ay =2 et Ao = 4.

D’apres la premiere partie: f = A1 p1 + Ao pa = 2p; +4ps. Alors:

| A=2M; +4 M.

. Soit z un élement de E de coordonnées (x1,x2,x3,x4) dans la base B.

3 0 -1 0 X1 X1 —x1 — X3 =0
0 1 0 -1 T2 | T9 —3x9—x4=0
u € E¢(Ag) <= 10 3 1 . =4 . — oy — w3 =0
0 -1 0 1 Xy Ty —$2—3J)4:0
Ir3 = —21
ueEf()\Q)<:> $4:—31‘2:—%$2 ¢>$3:—Z’16t$2:x420

Ef()2) est donc la droite vectorielle engendrée par v = e — es.

1 1
h= (61 - 63) est un vecteur unitaire de Ef(A2).

Vo = Vy = —=
losll 2 v2

1
E¢(A2) est de dimension 1 et vy = —= (61 — 63) est un élément de E¢(A2) tel que |lvo|| = 1.

V2

. Soit z un élément de E. py(x) € Ef(A2) donc il existe un réel 7 tel que pa(x) = yvs.
x — p2(z) appartient & l'orthogonal de Ef(A2) donc est orthogonal & vs.
Ainsi 0 =< 1 — pa(2),v2 >=< ,02 > — < pa(),v9 >=< 1,v3 > — < VU2,V >=< T, 09 > —7 |[v2|%.

0 =< x,v3 > —v. Ainsi vy =< x,vy > et pa(x) =< x,v2 > va.

’Vx € E, pa(z) =< x,v3 > va. ‘

. Soit z un élément de E de coordonnées (x1,x2,x3,x4) dans la base B.

1 1
<x,v9 >=< (r1e1+Toea +x363 + T4, — (€1 —€3) >= \ﬁ (1 — x3)

V2

po(x) =< z,v9 > vg = 3 (x1 — x3) (e1 — e3).

1
Alors pa(er) = B (e1 —e3), pa(e2) = 0, pa(es) = —% (e1 —e3) et pa(eq) = 0. Donc:

S0 7o
My =
- 0 1 0
0 0 0 O
1 1 1 1 1 1
Soit A* la matrice de f* dans la base B. f* = — p; + — po = = p1 + ~ pa. Donc A* = = My + = M,.
A1 Ag 2 4 2 4

1 1 1 3
A=2M +4 M donneiMlziA—Mg et ainsiAﬁ:ZA—EMg.



0
-1
-1

1 0

[eINIE
o=

. Finalement :

coc o
=W
|
N=

cococo

ovi- O

coc oo

1
La matrice de f? relativement & la base B est : A* = 3

o= O W

o NN O

O W o
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[LYON 2008 |

Préliminaire: Valeur de l’intégrale de Gauss

1 1 (z—m)?
Soit m un réel. Posons 0 = — et Vo € R, ¢, () = —— € 202

V2 Varo
W est une densité d’une variable aléatoire qui suit la loi normale de parametres m et o2.

+o0 +oo
Ainsi Y (7) dz existe et vaut 1. Par conséquent, / (V270 iy, (2)) do existe et vaut V27 0.

— 00 — o0

_(@=m)?

Notons alors que: Ve € R, V2710 ¢, (x) =€~ 202 = e ot Vor o = N

—+oo
Donc / e~(@=m)” 4z existe et vaut VT

— 00

+oo
Pour tout réel m, / e~(@=m) 4z existe et vaut NS
— 00

Partie I: Un produit scalaire sur E.

1. Soient a et 3 deux réels quelconques! a? + 32 —2a 8 = (a — 3)% > 0, donc o + 3% > 2a 3.

1
En divisant par 2 il vient a5 < 3 <a2 + ﬂ2>.

1
Si « et [ sont deux réels (positifs ou nuls): a8 < = (a2 + 52).

[\)

Dans toute la suite w est 1’application de R dans R définie par:Vz € R, w(z) = e (c’est dans II...)

2. wu, v et w sont continues sur R donc le produit u v w est continue sur R.

De plus la question précédente donne :

Vo € R, 0< fu(e) o(o)] = [u@)| @) < 3 (ju@ P + @) = 3 (@@)? +@@)7).

En remarquant que w est positive sur R on obtient :

((u(az))2 + (v(x))2) w(x) ou encore :

N

Ve e R, 0 < fu(z)v(z)w(@)| = [u(@)][v(z)|w(z) <

N | =

Vo € R, 0< [u(@) () w(z)| <

+o0 +oo
De plus / (u(x))2 w(z) dx et / (v(x))2 w(z) dz convergent car u et v sont des éléments de E.

— 00 — 00

Ainsi /_ :O (; (u(z))? w(z) + % (v())? w(x)) dz converge.

(*) et les régles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives donnent alors (en deux temps...)
+oo
la convergence de / |u(z) v(z) w(z)| de.

— 00
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400
Finalement / u(z) v(z) w(z) dz est absolument convergente donc convergente.

— 00

+oo
Si u et v sont deux éléments de E, / u(z) v(zx) e da converge.
— 00

3. a. Notons E’ le R-espace vectoriel des applications de R dans R continues sur R et montrons que E est un
sous-espace vectoriel de E’.

e Par définition de E, E est contenu dans E’.

+oo
e Posons Vo € R, 6(z) = 0. 6 est un élément de E’ et de toute évidence / (9(90))2 e da converge.

— 00

f est donc un élément de E et ainsi E n’est pas vide.
e Soit A un réel. Soient u et v deux éléments de E. Montrons que Au + v est un élément de E.
Au + v est tout d’abord continue sur R car u et v sont continues sur R.

Observons que (Au+v)?w = A2 u?w+ 2 uvw + v2 w.

(u(@))* w(z)do. [

— 00

+oo “+o0 —+o00

(v(x))2 w(z)dx et / u(z)v(z)w(z)de

— 00

De plus les trois intégrales /

— 00
convergent d’apres la définition de E et la question précédente.

+oo
Alors par combinaison linéaire / (Au(z) + v(:c))2 w(z) dz converge.

—0o0

Ceci acheve de montrer que Au + v appartient a F.

Ceci achéve aussi de montrer que E est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel E’.

FE est un R-espace vectoriel. ‘

—+oo
b. e Notons d’abord que si u et v sont deux éléments de F, / u(x) v(x) e da converge donc (u|v) est un réel!

— 00

e Soient A un réel. Soient u, v et t trois éléments de E.

Au+olt) = % /_J: Au+v)(@)tx) e ™ do = % /_:O ()\u(x) tz)e ™ +uv(z)t(z) e—mz) da.

1 [t : 1 [ree
Alors (Au+v|t) = )\—/ u(z) t(x) e dx + —/ v(x) t(x) e dr = A(u|t) + (v|t) car toutes les
VT ) VT ) e
intégrales convergent.
VA ER, V(u,v,t) € B3, Au+vl|t)=X(u|t)+ (v]t).
A € B o)== [ oo ar= 0 [ e e ar= ol
° - _ _ '
U, v , (u]v ﬁimuxvxe x ﬁioovxuace x=(v|u
2 2 +oeo 2 2
e Soit u un élément de E. Vz € R, (u(x)) e™" >Oet/ (u(x))” e~ da converge.
—o0
Alors (u|u) = ! /m(())2 —* d est el positif 1
orsuu_ﬁ - u(z)) e x est un réel positif ou nul.
Vu e E, (u|u) > 0.

e Soit u un élément de E tel que (u|u) = 0.
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o u?w est continue sur R ;

o u?w est positive ou nulle sur R ;

+oo
© / (u(m))2 w(z)dr =0;

o —00 # 400!
Alors plus de doute, u? w est nulle sur R.

Vz € R, (u(x))2w(x) =0 et w(z) # 0 donc Vz € R, (u(sc))2 =0ouVz €R, u(z)=0. u=0g.

Yu€eE, (ulu)=0=u=_0g.

Les cinq points précédents permettent de dire que:

’ (.].) est un produit scalaire sur E. ‘

4. Soit k un élément de N. Montrons que x — z* appartient & E.

—+o0
Tout d’abord z — z* est continue sur R. Montrons maintenant que / (m’“)2 e dz converge.
—00
2 k+1
T
lim (xz (a:k)2 e_””z) = lim <( )

2) = 0 par croissance comparée.

x—+00 r—+00 e

o T — (m’“)z ¢~ est continue sur R
2 .2 1
o (e o ()
x
k\2 —x? 1
o Vzel[l,+ocf, (zF)"e™™ > 0et — >0;
x

T dg
<& / - converge.
1 x

Les regles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives donnent alors la convergence de

+oo 2 2 Foo 2 2
/ (xk) e~* dz donc la convergence de/ (Jck) e” " dux.
1 0

2 .2 0
T — (xk) e~ étant paire sur R, /

— 00

kN2 —a? e k\2 —a?
(2¥)" ™" da converge (et Vaut/ (") e da).
0

+o0

. 2 2 . . . .

Ainsi / (:vk) e~ % dx converge. Ce qui achéve de montrer que  — z* appartient & E.
— 00

Soit alors P un élément de F. Montrons que P appartient a F.

s
Il existe un élément r de N et r + 1 réels ag, ay, ..., a, tels que Vo € R, P(x) = Z ap "
k=0

Or pour tout k dans N, z — z*¥ appartient & E; P est donc combinaison linéaire d’éléments de E. Comme E est un
espace vectoriel, P appartient a F.

’ F est contenu dans E. ‘

Partie II: Polynémes d’Hermite




JF.C. Evep. 28

1. V2eR, wx)=e . VzeR, w'(z)= 2z,
Vo eR, w'(z) = -2 4+ (—22)%2e " = (422 —2)e 7.
Ve e R, w"(x) = 8re + (42% —2)(-2x) e = (—8z3 +12x) e

Ainsi Vo € R, Hy(x) = —ev (- Qxe’mg) =2z, Vr € R, Hy(x) = e (42%-2) 6’7“2) =422 -2, Vr € R, H3(x) =
—e?” ((—82% +122) e*IQ) =823 - 12z

’Vz €ER, Hi(r) =2xz,Hy(x) =42% —2 et H3(x) =823 —12x. ‘

2. a. Soit n un élément de N. Vz € R, H,(z) = (—-1)" e w™ (). En dérivant on obtient :
Ve eR, H (x) = (-1)"(22) " w™ (z) + (=1)" e w™ D (z) = 22 Hy (z) — (—1)" e w™ D ().
Donc Vz € R, H/ (z) =2x H,(x) — Hyy1(z) ouVz € R, Hyyq(z) =22 Hy(x) — H, ().

’ Pour tout n dans N et pour tout  dans R: Hy,41(z) = 22 H,(x) — H) (x). ‘

b. Montrons par récurrence que pour tout n dans N, H,, est un polynome de degré n.
e La propriété est vraie pour n=0 car Vo € R, Hy(z) = 1.

e Supposons la propriété vraie pour un élément n de N. Montrons la pour n + 1.

Ve €R, Hpi1(z) =22 Hy(x) — H,(x) et, v — 2z, H, et H] sont des polynomes.
Ainsi H, 11 est un polynome.

De plus H,, est un polynéme de degré n donc x — 2z H,(z) est un polynéme de degré n+1 et H/ est un polynéme
de degré strictement inférieur a n.

Par conséquent H,, 1 est un polynoéme de degré n + 1. Ceci acheve la récurrence.

’ Pour tout n dans N, H,, est un polynome de degré n.

c. Soit z un réel. Ho(x) =1. Alors Hy(x) =2z Ho(z) — H)(x) = 2.

Hy(z) =22 Hy(x) — Hi(x) =22 (27) — 2 =427 — 2.

H3(z) =22 Hy(x) — Hy(x) =22 (422 —2) — 82 = 8% — 12x.

Hy(x) =2z H3(z) — Hi(x) =22 (823 — 122) — (2422 — 12) = 16 2* — 4822 + 12.

Nous avons ainsi retouvé les résultats de I1.1. De plus:

Vo €R, Hy(z) = 162" — 4827 +12 |

3. Pour tout n dans N, notons «,, le coefficient du terme de plus haut degré de H,,.

Oé():lCaI'HO:l.

n »

Soit n un élément de N. Le terme de plus haut degré de H,, est ” «a, 2™ 7. Ainsi le terme de plus haut degré de

x— 2z H, est 7 2az™! 7. De plus H/, est un polynéme de degré strictement inférieur a n.
Le terme de plus haut degré de x — 2z H, — H},, donc de H,, 11, est alors 7 2ay, 2"t 7 Ainsi Qnt1 = 2 Q.

(un)n>n est la suite géométrique de raison 2 et de premier terme 1. Donc Vn € N, «,, = 2".

Pour tout n dans N, le coefficient du terme de plus haut degré de H,, est 2.
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4. Vz € R,w(—z) = w(x). Une récurence simple donne alors Vn € N, Vo € R, (—=1)" w™ (—z) = w™ (z).
Alors Vn €N, Vz € R, (=1)" (=1)"e®” w™ (=) = (—1)" e*” w™ ().

Donc Vn € N, Vz € R, (—1)" H,(—x) = H,(x).

Finalement :Vn € N, Vo € R, H,(—z) = (—1)*" H,,(—x) = (—1)" H, ().

’ Pour tout n dans N et pour tout z dans R: H,(—z) = (—-1)" H,(x). ‘

Soit n un élément de N.
Sin est pair Vo € R, H,(—z) = H,(z) et H, est pair(e).

Sin est impair Vo € R, H,(—z) = —H,(z) et H, est impair(e).

’ Pour tout n dans N, H,, a la parité de n.

Partie III: Lien entre le produit scalaire et les polynémes d’Hermite

1. a. Soit n dans N* et soit P un élément de F. Montrons que (P'|Hy,—1) = (P | Hy,).

+oo +oo

P'(z) Hy_y(z)e ™ da = / P(z) Hy(z)e ™™ dz.

— 00

11 suffit de montrer que /

— o0
Soit «a et § deux réels. Posons Vo € R, 4, (z) = Hy,—1(x) e~ . P et ¢, sont de classe C! sur R.

Notons aussi que :
2 2

Ve e R, 0 (x)=H,_,(z) e H,_1(z)(—2x) e = —(2zHy1(z)— H),_1(2)) e =—Hp(z)e ™.

Une intégration par parties donne alors :
/6 2 2 ﬁ B .2
/ P'(z)H,_1e " do = [P(m) H,_1(z)e™ ™ } +/ P(x) Hy(z)e ™ dz. Ainsi:
o @ o

B 2 2 2 s 2
/ P'(z)H,_1(z)e™® dz = P(B) H,_1(8)e™” — P(a) Hy_1(a)e™® —|—/ P(x)H,y(x)e ™ da  (xx).

e}

Ne reste plus qu’a faire tendre « vers —oo et § vers +o0o. Mais pour cela un petit résultat intermédiaire s’impose.

Lemme 1:| Pour tout élément @ de F': lim (Q(x) e‘“z) = lim (Q(m) e_wz) =0.

T——00 r—+00

Montrons le lemme. Dans cette preuve lim voudra dire indifférement lim ou lim .
Tr—00 r——00 T——+00

Soit @ un élément de F. Si @ est le polynéme nul le résultat est clair. Supposons @ # Op.
Soit 7 az” 7 le terme de plus haut degré de Q. Q(z) ~ az” donc |Q(z)] ~ |ax"|
r—00 Tr— 00

(xz)%

e®?

.2 .2 g
Alors [Q(x) e™"| = [Qx) | e~ |ax"]e™" = a]

2
er T—00

22) 2
Alors lim (|Q(x) e_’”2|> = lim <|a| (+*) = 0 par croissance comparée. Donc lim (Q(x) e_’cz) =0.
r— 00 Tr— 00
Ceci acheve la démonstration du lemme.

a— — 00

P H,_; est un élément de F. Le lemme donne alors lim (P(a) H,_1(a) e’o‘z) =0et
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tim _(P(8) Hya(8)e™®) =o0.
oo
En faisant successivement tendre a vers —oo et 3 vers +0o dans (xx) on obtient :

—+oo —+oo
/ P'(z) H,_1(x) e dz = / P(z) H,(x) e da (ces deux intégrales convergent).

— 00 —0o0

1
En multipliant par — on obtient : (P’ | H,,—1) = (P | Hy,).

N3
’ Pour tout n dans N* et pour tout P dans F': (P'|H,_1) = (P | H,). ‘

b. Montrons le lemme suivant.

Lemme 2:|Vn € N, Vk € [0,n], VP € F, (P|H,) = (P® | H,_;).

Soit P un élément de F' et n un élément de N.

Montons par récurrrence que Vk € [0,n], (P|H,) = (P®™ | H,_).

e La propriété est vraie pour k = 0!

e Supposons la propriété vraie pour un élément k de [0,n — 1]. Montrons la pour k + 1.
En appliquant le résultat de la question précédente il vient :

(PO | Hy ) = (P®) | Hpogy—1) = (PEED | H,_ 1))

Ceci qui acheve la récurrence.

Soit n un élément de N* et P un élément de F,_1.

Le lemme 2 donne en particulier (P | H,,) = (P™ | H,_,) = (P™ | Hy). Or P est le polynéme nul car P appartient
4 F,_. Donc (P|H,) = (P"™ | Hy) = 0.

’ Pour tout n dans N* et pour tout P dans F,,_1 : (P| Hy,) = 0. ‘

c. Soit n dans N. Montrons que (Hy, Hy, ..., H,) est une famille orthogonale. C’est vrai sin = 0! Supposons n non
nul.

Soient i et j deux éléments distincts de [0,n]. Montrons que (H;|H;) = 0. Comme (H;|H;) = (H;| H;) on peut
supposer pour ce faire que i < j.

Alors H, € F; (car degH; = 1), H; € F; (car deg H; = j) et H; C Fj_1 (car i < j —1).
Le résultat préédent appliqué pour n = j (j € N* car ¢ < j) et P = H; permet de dire que (H; | H;) = 0.
H; et H; sont orthogonaux.

Ainsi les éléments de la famille (Hy, Hy, ..., H,) sont dans F' et sont deux & deux orthogonaux.

’ Pour tout n dans N, la famille (Hy, Hy, ..., H,) est orthogonale dans F'. ‘

2. Soit n un élément de N. (Hy, Hy,...,H,) est famille orthogonale d’éléments non nuls de F,,. C’est donc une
famille libre d’éléments de F), de cardinal n + 1. Comme F,, est de dimension n+ 1, (Hy, Hy, ..., H,) est une base de
F.

Pour tout n dans N, la famille (Hy, Hy, ..., H,) est une base (orthogonale) de F,. ‘

3. a. Soit 7 un élément de N. Le lemme 2 donne ||H,||?> = (H, | H,) = (H" | Ho_y) = (HS | Hy).
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Pour tout n dans N, || H,|[> = (H{" | Hy).

b. Soit n un élément de N.

1 4o 2m nl +oo

.2 1 +oo 2 2
|Ho|? = (H™ | Hy) = —= H™ Hye ™™ do = — / 2" ple ™ dr = e dux.
ﬁ —o0 ﬁ —o0 ﬁ —o0
o0 .
Le préliminaire donne / e dz = /7. Alors |H,||?> = 2" n! donc ||H,| = V2" n!.
Pour tout n dans N, ||H,|| = V2" n!.
Partie IV: Un endomorphisme symétrique

1. e Soit P un élément de F. —P” 4+ 2 X P’ 4+ P est encore un élément de F'! f(P) appartient & F'.
f est une application de F' dans F.

e Soit A un réel. Soient P et @) deux éléments de F'.
JOP+Q)=—-AP+Q)'+2X(AP+Q)+AP+Q=-AP"—Q"+2X AP +Q)+ AP +Q.
JAP+Q)=AN-P"+2XP +P)+(-Q"+2XQ +Q)=Xf(P)+ f(Q).

f est une application linéaire. Finalement :

’ f est un endomorphisme de F'. ‘

2. a. Soit P un élément de F.
(goh)(P) = g(h(P)) =g(P")=2X P —(P') = —P"+2XP' +P—P=f(P)— P=(f —1dp)(P).
(hog)(P)= (g(P)) = (2XP—P) =2P+2X P — P" = f(P) + P = (f +1dg)(P).

VP e F, (goh)(P) = (f —1dg)(P) et (ho g)(P) = (f + Idp)(P). Donc

|goh=f—Idpethog=f+1dp. ]|

b. goh = f—Idp. En composant a droite par g il vient: gohog= fog—g.
hog= f+1dr donc en composant & gauche par g il vient:gohog=go f+g.

Alors fog—g=go f+4+g. Donc fog—go f=2g.

[ fog—gof=2g]

3. Soit A un réels et P un élément de F tels que f(P) = A P.
29(P) = (fog)(P) = (g0 /)(P) = f(g(P)) — g(f(P) = f(g(P)) — g\ P) = f(g(P)) = Ag(P).
Ainsi f(g(P)) = (A +2) g(P).

Pour tout réel A et pour tout élément P de F, si f(P) = AP alors f(g(P)) = (A +2) g(P).

4. a. f(Hy) = —H{ +2X H,+ Hy = Hy car H = Hj = O puisque Hy = 1.
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f(Ho) = Ho.

b. Soit k un élément de N. g(Hy) =2 X H, — H;, = Hy41 d’apres IT 2.a..

’ Pour tout élément k de N: g(Hy) = Hyy1. ‘

Montrons par récurrence que:Vk € N, f(Hy) = (2k + 1) Hy,.

e f(Hy) = Hyp = (2 x 0+ 1) Hy; la propriété est vraie pour k = 0.

e Supposons la propriété vraie pour un élément k de N. Alors f(Hy) = (2k + 1) H.

IV 3. donne alors f(g(Hy)) = ((2k +1) +2) g(Hy).

Comme g(Hy) = Hyy1: f(Hie1) = 2k +3) Hyy1 = (2(/€ +1)+ 1) Hj. 1. Ceci acheve la récurrence.

| Pour tout élément k de N: f(Hy) = (2k + 1) Hy. |

5. Soient P et @ deux éléments de F. Soient « et 3 deux réels.

Posons:Vz € R, ¢p(z) = P'(x) e~ Up et @ sont de classe C* sur R. Notons aussi que :

2

Ve €R, l(z) = P'(z)e ™ + P'(z) (~22) e = —(— P"(z) + 22 P') e = —(f(P)(x) — P(z)) e™*".
En posant T'= f(P) — P on aVx € R, () (x) = —T(x) e=o”.
Intégrons alors par parties.

/ P @) Q@) o - / Ctpl0) Q@) de = [t(0) Q)] [ () Qo) e

« @

B

2

B
—|—/ T(z)Q(x)e ™ da.

[

ﬂ 2 2
/ Plz) Q' (x) e da = [P’(x)Q(m) e ]

a/@ 2 2 2 ﬁ 2
P'(z)Q'(x) e dz = P'(8)Q(B)e™” — P'(a) Q(a) e™® +/ T(x)Q(z)e" dz (xx ).

[e%
Ne reste plus qu’a faire tendre o vers —oo et (3 vers +oo.
—+oo

P’ et Q' sont deux éléments de F' donc de E, ainsi P'(z)Q'(z) e dz existe.
— 00
+o0o 5
Pour des raisons analogues / T(z) Q(z)e™™ dx existe également.
— 00

De plus P’ Q est un élément de F'; le lemme 1 donne alors :

lim_ (P'(a) Q(a) e_o‘2> —0ct lim (P’(ﬁ) Q(B) e—ﬂ2) —0.

B—+o0

En faisant tendre successivement a vers —oo er § vers +oo dans (x * *) il vient :

+o0 oo
/ P(x) Q' (z) e dz = / T(x) Q(x) e~ dz. En multipliant par = on obtient: (P'| Q") = (T Q).
—00 —o0 ﬁ

Alors (P'| Q') = (f(P) - P|Q) = (f(P)|Q) — (P| Q).

V(P,Q) € F?, (P'|Q) = (f(P)|Q) — (P|Q).|

6. Dans cette question n est un élément de N.

a. Soit P un élément de F,.
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P est un élément de F,. P’ est un polynéme de degré strictement inférieur & n donc X P est également un élément
de F,.

P” X P et P sont donc trois éléments du sous-espace vectoriel F,,. Alors f(P) = —P” +2X P’ + P est un élément
de F,,.

] VP € F,, f(P) € F,. \

b. Soient P et Q deux éléments de F,.

Daprés IV 5.: (f(P) | Q) = (P'| Q) + (P Q) et (F(Q)| P) = (@' | P') + (Q| P).

La symétrie de (.|.) dorme alors (£(P)] Q) = (£(@)| P) puis (f(P)|Q) = (P] f(Q)) et enin:
(Fa(P)]Q) = (P| £2(Q)).

’ fn est un endomorphisme symétrique de Fj,. ‘

Remarque  f est également un endomorphisme symétrique de F'!
c. Rappelons que (Hy, H1,- -, H,) est une base orthogonale de F,.

De plus Vk € [0,n], fo(Hr) = f(Hy) = (2k + 1) Hy et Hy # Op, ; ainsi pour tout élément k de [0,n], Hy est un
vecteur propre de f,, (associé & la valeur propre 2k + 1).

(Ho, Hy,- -+, Hy) est une base orthogonale de F),, contituée de vecteurs propres de f,.
1 1
Posons Vk € [0,n], Gy = H, = Hy.
(| H | V2R !
(Go,G1,-++,Gy,) est une base orthonormale de F;, encore contituée de vecteurs propres de f,,.

1
( H k) est une base orthonormale de F), contituée de vecteurs propres de f,.
kelo,n]

V2k k!

Partie V: Intervention d’exponentielles

1. Soit a un réel.
e D’abord ¢, est une application de R dans R continue sur R.

e Vz c R, (Sﬁ’a(x))2 e = e2ar—a’ _ o—(@*+2azta®)+a’ _ oo’ o—(z-a)®

+oo
Or / e~ (@) 4y converge et vaut /7 d’apres le préliminaire.

—0o0

+oo
. . 2 _ )2 2
Ainsi / e® e~ (=) 4z converge et vaut /7 e® .

— 00

+o0
Alors / (¢a (:U))2 e da converge et vaut /1 e?’. Ceci achéve de montrer que:

— 00

’ pq est un élément de F. ‘

—+oo
Remarque Retenons également que :Va € R, / (pa(z))? e~ do = \/Ee’f.

— 00

1 [t
2. Soient a et b deux réels. (¢, | pp) = 7= / va(x) pp(x), e dz.
(o)
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. 2 2
Vi € R, q(x) p(x) = 2% @ = elatb)e (e( ;‘rb)$> = (gaa+b (x)) .
2
N . . Foo 2 o (atby2
La remarque de la premiere question permet de dire que: (go ath (:c)) e de=mel 7 )7,
+oo 2 a+b\2 a+b\2
Alors / o) op(z) e do = /mel"Z)". Ainsi (pq | @p) = e F ).
—0o0
V(a,b) € R?, (¢a|pp) = eF)°.
. . (m+m>2 !
3. Soit n un élément de N*. [l¢ I = (¢ /i | vimn) = € 2 =elhn =p
1
. . —2 .
Ainsi |lo gm0l ™7 = . Plus de doute :
la série de terme général || || * diverge.
ﬁ+ﬁ)2 1\"
=e". Alors: 2=(=).
er. Nors: ozl = (7

2

4. Soit n un élément de N. [l 4[> = (¢ m |0 /m) = e(

1
La série géométrique de raison — est convergente car ’ < 1.
e e
“+ o0 n
1 1 e
De pl - = = .
epusz<e> 1-1 e-1
n=0 e
+oo e
- (o ) 92
La série de terme général ||, || converge et 230 leyml™ = — T
n=
Partie VI Une limite de probabilité conditionnelle
x
1. w est continue sur R. Posons Vz € R, W(z) = / w(t) dt
0
W est la primitive sur (I'intervalle) R qui prend la valeur 0 en 0. W est donc de classe C! sur Ret Vo € R, W/(z) = w(z)
+oo 5 +o0 5
e~ dt donne la convergence de / e~ dt pour tout réel z.
x

Notons que la convergence de /
—00
—+oo xT —+o0 +oo
—t? —t? —t? —t2
e dt:—/ e dt—!—/ e dtz—W(x)+/ e " dt.
0 0 0

Yz €]0,+o0[, ®(x) z/
W étant de classe C! sur R, ® est de classe C! sur |0, +o0].
2

De plus Vz €]0, +oo[ @' (z) = —W/(z) = —w(z) = —~*
® est de classe C! sur |0, +00] et Va €]0, +oo| ¥ (z) = —e*
+o0 5
2. a. lir}rl O(z) = lilil e~ " dt = 0 comme reste d'une intégrale convergente.
1
lim e =0, lim [ —0, lim (- ——)=0et lim — =0.
z—+00 x—+00 2 z—t+oo \x 2123 z—+o00 2T
lim G(z)=0et hr—s{l K(xz)=0.

Alors par produit
r—+00
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lim ®(z)=0, lim G(z)=0et lim K(z)=0.

T—+00 Tr—+00 Tr—+00

b. ®, G et K sont dérivables sur |0, +o0[, donc G — ® et & — K sont également dérivables sur ]0, +o0.

Va €10, +00], (G — @) (z) = G'(z) — &' (z) = (—1 43 ) e + (1 ! ) (—22) e reo

2 2q4 2 r 23 2

1 3 1 a2 3 2
e €0 ool (G- 0)(0) = (g + g~ kg +1) e = e

Vz €]0,+00], (G —®)'(z) > 0 donc G — ® est croissante sur ]0, +o0].
gV & _qet __—a? _L —g? i _ —a?
vV €10, 400, (?— K)'(z) =9 (x) — K'(x) = —e ( 5.2 ¢ +29:( 2x)e )
, 1 a2 1 e

Vz €10, 400, (? — K)'(x) = 0 donc ® — K est croissante sur |0, +o0].

’ G — @ et & — K sont croissantes sur ]0, +oco]. ‘

c. G — ® est croissante sur |0, +oo[ et lim (G — ®)(x) =0—0=0; ainsi Vz €]0,4+o0[, (G — P@)(z) < 0.

Tr— 400

® — K est croissante sur |0, +oo[ et lim (® — K)(x) =0—0=0; ainsi Yz €]0,4o00[, (? — K)(z) <0.

r— 400

Alors Vz €10, +o0[, G(z) < ®(x) < K(x).

d. Soit z un élément de |0, 4+o00[. G(z) < ®(z) < K(z) et —5 > 0.

2x 2x 2x

Alors G(z) < O(z) < —5K(x).
e x

e—? e—*

Finalement : Vz €]0, 400, 1 —

1 2
Comme lim <1 - ) =1, il vient par encadrement lim ( ’ @(m)) =1.

r——+00 2,];2 r—+00 6*9‘72
® —a?
Alors lim ( C?)let:@(m) ~ .
T—+00 e” % T— 400 2,12
2z
—x2
e
(0] ~ .
(x)r—>+oo 2z
3a. v ! “357 ost une densité de X. Not Vr € R, vo(z) = —— e’
a. 0L — —F————- € est une aensite ae . otons que vr s o\ L) = —=¢€ .
V27 (1/v2) Nz
VeeR P(X<a)=1-P(X>a) =1 [ wolw)de=1— — /m 4y = 1 ()
X 5 IT)= xr) = ; oL Xr = \/77_ ; e xr = ﬁ xX).

vz € R, P(ng)zl—P(X>x):1—%<I>(x).
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Remarque  On a également :Vx € R, P(X > x) = O(x).

1
T
b. Soit ¢ un réel positif. Soit x un réel.

P{X < N4{X > < —
Pron (X <a+c) = ({ z+chni x}):P(x<X rtc¢) Pla<X)-PX>z+c)

P(X > x) P(X > x) P(X > x)
1
P(X >z +c) =Pz +c) O(z + c)
(X STtc) P(X > ) L o(x) &(z)
2
e ) D(x)
O (z) Rt donc xEI-lr-loo (e—wZ ) =1
2x
P —(z+c)?
Par composition des limites: lim L—’—f) =1. Ainsi ®(x +¢) ~ ¢ .
sotoo | e—@te z—+o00 2 (x + ¢)
2 (z+c)
e—(@t+e)?
Alors q)(x i C) ~ 2(z+26) — x e—(1+0)2+zz ~ e—(z+c)2+952 — e—2mc—c2.
(I)(x) r—+4oco e~® x+c z— 400

2z

P(x+c
Par conséquent : g ~  e~(@te)’ta® _ p—2we—c?
O(x) 22—t

d(x+c @ e . "
Ainsi  lim ((H) = lim e 279" =0 car c est strictement positif.

T—+00 @(x) r—+00
d
Donc IETOO Pixso)(X <z +c)= lim (1 - s{a)c(;—)c)) =1.

r— 400

Pour tout réel c strictement positif : Pixso)(X <z +c¢)=1.

lim
T— 00
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|[LYON 2011 |

PartieI : Somme de variables aléatoires indépendantes suivant la loi exponentielle de
parametre 1

1. 1l résulte du cours que:

—t .
La fonction h définie par Vt € R, h(t) = {60 S1 t € [0, +oo est une densité d'une variable aléatoire qui suit la
sinon

loi exponentielle de parametre 1.

’ L’espérance et la variance d’une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parametre 1 valent 1.

2. a. Soit n un élément de N*. X1, Xo, ..., X,, possédent une espérance et une variance qui valent 1.
n
Donc S, = E X, possede une espérance et une variance.
k=1

La linéarité de l’espérance donne alors E(S,,) = Z E(X}) donc E(Sy,) = Z 1=n.

n

k=1 k=1
n n
L’indépendance des variables aléatoires X1, Xo, ..., X,, permet d’écrire que V(S,,) = Z V(X)) = 1=n.
k=1 k=1
’ Pour tout élément n de N*, E(S,,) =n et V(S,) = n. ‘
b. Soit n un élément de N*. X;, Xs, ..., X,, sont indépendantes et suivent toutes la loi exponentielle de parametre 1

donc la loi gamma de parametres 1 et 1 (ou la loi gamma de parametre 1).
n
Le cours permet alors de dire que Z X}, suit la loi gamma de parametres 1 et n (ou la loi gamma de parametre n).
k=1

’ Pour tout n dans N*, S, — I'(1,n) ou S, — ~vy(n). ‘

Remarque Ceci permet de retrouver ’espérance et la variance de S, .

Dans ces conditions :

tn—l e—t
pour tout n dans N*, la fonction h,, définie par Vt € R, h,,(t) = L(n) si ¢ €10, +oof est une densité
do S 0 sinon
e Sy.
tn—l e—t
Remarques 1. ¥n € N*, Vt €]0, +o0], hy(t) = o
n—1)!
tn—l e—t
~ ~ L e
2. Pour tout n dans N*, la fonction h,, définie par Vt € R, h,(t) = I'(n) it € [0, Focl est encore une densité
0 sinon

de S,,.
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3. Notons Fyy et Fy les fonctions de répartition de U et de Y.

0 size€]—o00,0]
Ve eR, Fy(z)=< x siz€|0,1]
1 size[l,+o0]

VeeR, Fy(z)=PY <z)=P(-In(1-U)<z)=Pn(1-U)>2 —2)=P1-U=2e*)=PU<L1—-e7%).
Ve e R, Fy(z) =Fy(l—e™ 7).

Si x est un élément de | — 00,0[, 1 —e™* < 0 et ainsi Fy (z) = Fy(1—e™*) =0.

Si x est un élément de [0,+00[, 0 <1 —e * <letdonc Fy(z)=Fy(l—e*)=1—e"".

Finalement Vz € R, Fy (z) = { ) —Oe_m siz € [0, 420 Alors -
sinon

’ Y = —1In(1 — U) suit la loi exponentielle de parametre 1. ‘

4. La fonction random permet de simuler U donc la fonction -In(1-random) permet de simuler —In(1 — U) donc la
loi exponentielle de parametre 1.

On simule alors S, en ajoutant les résultats de n simulations (indépendantes) de la loi exponentielle de parameétre 1.

Nous allons plutét écrire une fonction qu'un programme.

1 function Simule_S_n(n:integer):real;

2

3 var k:integer;s:real;

4

5 begin s:=0; for k:=1 to n do s:=s-1ln(l-random); Simule_S_n:=s;
6 end;

9. Soit n € N*.
Ici aussi nous écrirons une fonction. Proposons deux versions.
La premiere simule S, Ss, ..., Su, ... tant que la simulation donne une valeur inférieure ou égale a .

La seconde simule Sy, Ss, ..., Sy, ... jusqu'a ce que la simulation donne une valeur strictement supérieure a t. On

renvoie alors la valeur n — 1 si n a été initialisé & 0 ou n si n a été initialisé & —1.

function Simule N_t_V1(t:real):integer;

var n:integer;s:real;

n:=n+1;
s:=s-1n(1l-random) ;
end;

1
2
3
4
5 begin n:=0;s:=-1n(l-random); while (s<=t) do begin
6
7
8
9 Simule_N_t_V1:=n; end;

function Simule _N_t_V2(t:real):integer;
var n:integer;s:real;

begin n:=-1;s:=0; repeat n:=n+1;s:=s-1n(l-random); until(s>t);
Simule_N_t_V2:=n; end;
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Exercice Soit t un un réel strictement positif.
Q1. Montrer que presque sturement il existe au moins un élément i de N* tel que {S; > t} se réalise.
Q2. Montrer que pour tout n dans N*, les événements {N; = n} et {S,, <t} N {Sn4+1 > t} sont égaux.

Q3. Montrer que N, suit la loi de Poisson de parameétre t.

Partie II : Polynoémes de Laguerre

Remarque  Soit n un élément de N. © — x™ et © — e~ % sont de classe C* sur R. Alors par produit f, est de classe
C*° sur R. Ceci justifie la définition de fén) et donc de L,,.

6. Vr e R, Lo(z) =€ éo)(m) =e” fo(x) =e* e ® = 1. Donc Ly = 1.

’VIER, Lo(m)zlouLozl.‘

Vo €R, fi(z) =xe " DoncVz € R, Li(z) =¢” fi(z) =" (e* +x(—e ")) =1—x. Donc L1 =1 — X.

’VxeR Ll(x)zl—xoulel—X.‘

2

Ve e R, fo(x) = e . La formule de leibniz donne Vz € R, f2(2) () == (2e+2(2x) (—e ") +2%e™).

w\H
HI\DM—

x
(2) 1 —x T g 1 L,
Ve € R, f; ()77(2 dr+a®)e ™ AlorsVr €R, Ly(z) =" fy(z) =e (2 4dx+ax?)e” :172x+§:c.

1
OuL2:1—2X+§X2.

1 1
Vr e R, Lg(x):1—2x+§x2 ouL2:1—2X+§X2.

1
7. Soit n dans N. Posons Vz € R, u,(z) = 2" et v(z) = e~ *. u, et v sont n fois dérivable sur R et f, = —
n

La formule de leibniz donne alors : fn = Z < ) = Z ( >

Deux récurrences simples montrent que :

1. Vke[0,n], Vz e R, uP(z) =nn—-1)...(n —k+1)z"* = ——

2. VkeN, v® = (—1)’“7) ouVk e N, vz e R, v®(z) = (—1)* €.

Alors Vo € R, f{"(2) = — Z K > (n=Fk) (1) (k)(x)] = % Zn: [(Z) (n_(zl_k))!x”("k) (1)kew].

k=0
Vz € R, £ (z) % ki_o [(Z) %xk (_1)ke—d::| _ T ’:O {(—kl')k (Z) xk]
ot o= a0 - (= SIS ()4]) - 2[5 () - £ 5 ()
Vi €R, Ly(z) = k_o (_kl,)k (Z) 2* ou L g (—k1‘)k (Z) x*
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1" 1"
8. Notons que ( ') (n) = # #0!! Alors plus de doute!
n! n n!

pour tout n dans N, L,, est une fonction polynémiale (ou un polynéme) de degré n dont le coeflicient du terme

oy DT
de plus haut degré est —
n!
1
9. Soit n dans N. Vx € R, fhii(x) = CF]] gt e
Ve e R, fl. ()= [(n+1)z" e + ! "t (—e ) = ix” e " — _ " e™ = £ (2) = fari(x)
Pt T 1) (n+1)! Tl (n+1)! " R

Vn € N’ Vr € Ra f7l1+1(x) = fn(x) - fn+1(x)'

10. Soit n un élément de N.

Vo € R, Loi(2) = e £ () done Vo € R, L, (2) = e {10 () + 7 710 () = e (£ (@) + 11517 @),
Or fiiiy = fu— fap1. En dérivant n + 1 fois on obtient : £ = p{m 1) _ gt oy pnid) y plne2)  plntd),
Alors Vz € R, L, (z) =¢€” (nH)(x)

Or Vz € R, f(n)( ) =€~ % Ly(z). En dérivant on obtient :

Vz € R, fnnﬂ)(x) =—e " Ly(z) +e "L (z) =e " (L, (z) — Ly(2)).

Donc Vo € R, Lj, (x) = e” 7(Ln+1)(a:) =e%e (L, (z) — Ly(x)) = L,,(z) — Ly ().

[V €N, Vo € B, Dy () = L(#) — Lal@) ou ¥ €N, Lyyy = Ly — L.

anrl efcc x

x x"e” x
T
YneN, Ve € R, foii1(z) = n—i—lf"(x)

. (n+1) (n+1)
12. Soit n dans N. Vo € R, (n+1) Lyqi(z) = (n+1)e” f,7 =¢€” ((n +1) fn+1) (z).

Rappelons que Vo € R, wi(x) = z. Alors (n+1) fr+1 = vy f, dapres Q11.

) w) = e s £ ).

Donc Vo € R, (n+1) Lyyi(x) = ((n +1) frt1

n+1
1
La formule de Leibniz donne (u; f,)" Y = Z (n;— ) ugk) flnti=k)
k=0

Or ul® =y, ul”) =1 et V& € [2, +o0, ul® =0.

1 1
Alors (uy f,,) " = <n—(;— > uy fD 4 (n-li- > 1 f =y £ 4+ (n+1) £,

Done Vi € R, (n+1) Lyaa () = @ (uy fu) 40 (@) = = (2 (0 (@) + (0 + 1) 7 (@),
Donc Vz € R, (n+ 1) Lyy1(z) =xe” (nﬂ)( )+ (n+1)e” T(Ln)(a:) =ze” fT(LnH)(x) +(n+1)L,().

Remarquons alors que Yz € R, £ (2) = e~ L,,(z).
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Donc en dérivant il vient Vo € R, fénH)(x) =—e " Ly(x)+e * L (z) ouVe € R, &* fﬁnﬂ)(x) = —Ly(z)+ L, (x)
(résultat que nous avions déja obtenu dans Q10)...).
Alors Vo € R, (n+1) Ly (2) = ze® [T (@) + (n 4 1) Ly (2) = 2 (= Lo(2) + L, (2)) + (n + 1) Ly(x).

Finalement Vz € R, (n+ 1) Lyt1(x) =2 L) () + (n+ 1 — z) L, ().

’ Pour tout élément n de N:Vz € R, (n+ 1) Lpq1(x) =2 L) () + (n+ 1 — ) L, (). ‘

’ Pour tout élément nde N, (n+1)L,11 =X L, + (n+1—X) L,,. ‘

13. Soit ndans N. (n+1) L4y = X L), + (n+1— X) L,,. En dérivant on obtient :

(n+ 1)Ly =L+ XL — Ly+(n+1- X)L, = XL/ — L+ (n+2—X)L,. Or L\, = L, — L,.
Ainsi (n+ 1) (L), —L,)=XL!— L,+ (n+2—X)L,. Ce qui donne:

Onpx) = —(n+1) (L = Lp) + X L — Ly+ (n+2— X)L\, = X L' — (X = 1) L, + n Ly,.

XL/ — (X 1)L, +n L, = Op(x).

VneN, XL —(X—-1)L,+nL,=0gxjouvVneN, Ve eR, L} (x) — (v —1)L;,(x) +nLy(z) =

Partie III : Produit scalaire, orthogonalité, endomorphisme

14. e Soit k£ un élément de N.

k + 1 est strictement positif donc k + 1 appartient au domaine de définition de la fonction T'.

+o0 t+oo
Ainsi / kD=1 =2 qg converge donc l'intégrale / zF e* dz est convergente.
0 0

—+00
Pour tout élément k de N, 'intégrale / 2% e=® dx est convergente.
0

e Soit A un élément de E. 1l existe un élément 7 de N et un élément (ag, ai, .. .,a,) de R™*! tels que:

Vr e R, A(x) = Z ay z".
k=0

s

—+oo +oo
Pour tout élément k de N, / zF e™® da converge donc / ( E ay ¥ e“") dz converge comme combinaison
0 0
k=0

“+o0
linéaire de r + 1 intégrales convergentes. Ainsi I'intégrale / A(z) e”* dzx est convergente.
0

—+oo
Pour tout élément A de E, I'intégrale / A(z) e”* dx est convergente.
0

—+oo
Remarque  On pouvait obtenir I’absolue convergence, donc la convergence, de A(zx)e " dx en montrant que
0

_ 1 . .
’A(x) e T’ = 0| —; | par croissance comparée.
T—400 X

15. e Soit (P, Q) un couple d’éléments de E.
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+ o0 400
P @ appartient a E donc / (PQ)(z) e dx converge donc / P(z) Q(z) e ® dx converge! Ainsi < P,Q >
0 0

existe.
< .,.> est une application de F x F dans R.

e Soit A un réel et soient P, @), R trois éléments de F.

+o0 +oo
<AP+Q,R>= / (AP +Q)(z) R(z)e *da = / (AP(z) R(z) + Q(z) R(z)) e * da.
0 0
“+o0 +oo “+o0
<AP+Q.R>= / (AP(2) R(z) e + Q(x) R(z) e~ dz = A / “drt [ Q) Rx)e " du
0 0
car toutes les intégrales convergent. Alors < AP+ Q,R>=X <P, R>+ < Q,R >.

VAER, Y(P,Q,R) € B3, < AP+Q,R>=)X <P,R>+<Q,R>. <.,.> est linéaire & gauche.

400 400
e Soit (P, Q) un couple d’éléments de E. < P,Q >= P(z)Q(z)e *dx = Q(z) P(x)e *de =< Q, P >.
0 0

V(P,Q) € E?, < P,Q >=<Q,P >. <.,.> est symétrique.
—+o0
e Soit P un élément de E. Vz € R, (P(‘L"))Ze_ﬂ7 >0et 0< 400! donec < P,P >= / (P(J:))2 e ¥dx > 0.
0

VPe E, <P, P>>0. <.,.> est positive.

e Soit P un élément de FE tel que < P, P >= 0.
o0 9
v / (P(z))" e *dz=0.
0
\ (P(ac))2 e~ est positive sur [0, +oo].
V- (P(x))2 e~ est continue sur [0, 4+o0.
v 0 # +oo!

Alors x — (P(m))2 e~ est nulle sur [0, +o00[. Comme x — e~* ne s’annule pas sur [0, +oo[: Vz € [0, +00], (P(x))2 =0.

Ainsi Vz € [0,+00[, P(z) = 0. La fonction polynémiale P admet alors une infinité de zéro c’est donc la fonction

polyndmiale nulle. P = 0p.
VPeFE, <P,P>= P=0g. <.,.> est définie.

Les cinq points précédents permettent de dire que:

’ < .,. > est un produit scalaire sur E.

16. e Soit P un élément de E. v — x, P, v — x — 1 et P’ sont des applications polynémiales de R dans R.
Par produit # — z P”(z) et © — (xz — 1) P’(x) sont des applications polynémiales de R dans R.

Par combinaison linéaire x — P (z) — (x — 1) P’(x) est une application polynémiale de R dans R donc un élément
de E. Ainsi T'(P) appartient a E.

VP € E, T(P) € E. T est une application de E dans E.

e Soit A\ un réel et soient P, Q deux éléments de E.

Ve eR, TAP+Q)(z) =2(AP+Q)"(z) —(z—1) AP+ Q) (z) =z (AP"(z) + Q"(z)) — (z — 1) (A P'(2) + Q'(2)).
Vo € R, TAP +Q)(z) = Az P"(z) + (z — 1) P'(z)) + (2 Q"(2) + (z = 1) Q'(x)) = AT(P)(z) + T(Q)(x)

Ve €R, TAP+Q)(z) = AT (P)+T(Q))(z). TAP+ Q) =AT(P) +T(Q).
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VAER, V(P,Q) € E?, TAP+ Q) =AT(P)+T(Q). T est linéaire. Ce qui acheéve de montrer que:

’ T est un endomorphisme du R-espace vectoriel F.

17. Posons Vz € R, p(x) =z P'(x)e .
¢ est de classe C! sur R comme produit de trois fonctions de classe C* sur R.
Ve eR, ¢(z)=P'(x)e*+xP'(x)e*+axP'(x)(—e )= (xP'(z) = (x = 1) P'(z)) e * =T (P)(x) e ™.

x — T(P)(x) e * est la dérivée de © — = P'(z) e~ ™.

Pour pout P dans E, lapplication de R dans R:z — T(P)(x)e™* est la dérivée de I'application de R dans R:

x

x—xP(x)e”

18. Soient P et Q deux éléments de F.

Rappelons que nous avons posé Vo € R, p(x) = x P'(x) e~ . ¢ est de classe C! sur Ret Vo € R, ¢'(z) = T(P)(x) e *.

A A

/ T(P)(z)Q(z)e *dx = / ¢ (z) Q(z) dz. ¢ et Q sont de classe C! sur R donc nous pouvons intégrer par parties.
0 0
A A

[ 1@ awear= [ @ Qe ds = (o) Q)]
0 0
A A

/0 T(P)(z) Q(z) e *dr = p(A) Q(A) — ¢(0) Q(0) — /o x P'(z) e " Q'(z) dz. Notons que ¢(0) = 0. Alors:

A A
/ T(P)(z)Q(z)e *dex=A P'(A) e Q(A) — /0 z P'(z)e " Q' (x)dx.

~

A A
/ (P)(z)Q(z)e ®dz=A P'(A)Q(A) e 4 — /0 xP(2) Q' (z)e "dx (1).

x — x P'(x) Q'(x) appartient & F comme produit de trois éléments de E.
400 A —+oo
Donc / x P'(x) Q' (x) e~ " dx converge et lim rP(2) Q' (z)e "dw = / xP(2)Q (z)e "dx (2).
0 0

A—+o0 Jg

Montrons maintenant que AlirJrrl (A P'(A)Q(A) e_A) =0.

x — 2 P'(x) Q(x) est un élément de E comme produit de trois éléments de E.

Si z — x P'(z) Q(x) est la fonction nulle de E alors Alir}: (A P'(A)Q(A) e_A) =0!

Supposons maintenant que x — x P’(x) Q(x) n’est pas la fonction nulle de F.

Soit r le degré de la fonction polynéme z — x P'(z) Q(z) et a, le coefficient de son terme de plus haut degré.

T

(AP(AQA)e ™) ~ a A"e?=aq, A et lim (ar

T

eA

= = (0 par croissance comparée.
A—+oco e A—4o00

Alors lim (A P'(A)Q(A) e_A) =0 (3).

— 400

En faisant tendre A vers +oco dans (1), et en tenant compte de (2) et (3) on obtient :

+o0 too
/ T(P)(2) Q(x) e dz = — / 2 P'(2) Q' (2) e~ da
0 0

V(P,Q) € ExXE, <T(P),Q >= —/+OO:£P’($) Q' (r)e *dux.
0




JF.C. Evep. 44

+oo
19. Soit P et Q deux éléments de E. < T(P),Q >= —/ z P'(z) Q' (z) e " du.
0

L’intégrale ne change pas si I'on permute P et Q donc < T(P),Q >=<T(Q), P >.

Par symétrie du produit scalaire: < T(P),Q >=< P,T(Q) >.

] V(P,Q) € E x E, < T(P),Q >=< P, T(Q) >. \

Remarque T est un endomorphisme symétrique de (E, < .,.>), non ?! Mais il est vrai que le programme se limite
aux endomorphismes symétriques d’espaces vectoriels euclidiens...

20. Soit n dans N. Vz € R, T(L,,)(z) =z L (z) — (x — 1) L!,(z) = —n L, (x) d’aprés Q13. Donc T(L,) = —n L.

(¥n €N, T(L,) = —nL,. |

Remarque  Pour tout n dans N, L, # 0g. Donc pour tout n dans N, —n est une valeur propre de T et L,, est un
vecteur propre associé.

Exercice  Montrer que le spectre de T est {—n, n € N}.

21. Soient i et j deux éléments distincts de [0, N]. < T'(L;),L; >=< L;,T(L;) > d’apres Q19.
Donc < 7Z.Li,Lj >=< Lz,fj Lj >. Alors —i < Li,Lj >=—j < Li,Lj > et ainsi (] — Z) < Li,Lj >=0.
Comme j — ¢ n’est pas nul: < L;, L; > est nul.

V(i,j) € [0,N]?, i # j = < Li, Lj >=0.

’ (Lo, L1,...,Lx) est une famille orthogonale de E.

Remarque Ce qui n’est pas un scoop car Ly, L1, ..., Ly sont des vecteurs propres d’un endomorphisme symétrique
associés a des valeurs propres deux a deux distinctes.

22. Soit P un élément de En. P est une fonction polynémiale de R dans R de degré inférieur ou égal & N.

P" (resp. P’) est une fonction polynémiale de R dans R de degré inférieur ou égal & N — 2 (resp. N —1).

Alors ¢ — x P"(x) (resp. © — (z — 1) P’(z)) est une fonction polynémiale de R dans R de degré inférieur ou égal a
N —1 (resp. N).

Alors les deux fonctions © — x P”(x) et * — (x — 1) P'(x) appartiennent & Ey. Leur différence également.

Ainsi T'(P) appartient a E.

|YP € Ey, T(P) € Ey. |

23. D’apres Q8, pour tout 4 dans [0, N, L; est une fonction polynomiale de R dans R de degré i.
Donc pour tout ¢ dans [0, N], L; est un élément de Ey.

(Lo, L1,...,Ly) est une famille orthogonale d’éléments non nuls de Ey. C’est donc une famille libre de cardinal
N + 1 de En qui est de dimension N + 1. Alors c¢’est une base de Ey.

’ (Lo, L1,...,Lx) est une base de Ex.

24. Vi € [0,N], T(L;) = —i L;. Donc
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la matrice de Ty dans la base (Lo, L1, ..., Ly) est la matrice diagonale Diag(0, —1,—-2,...,—N) de My41(R). ‘
0 0 0
0 -1
Mro.y,oo)(T) = | : -2
0

0 0 —-N
25. Restons poli! Oui Tl est diagonalisable car (Lg, L1, ..., Ly) est une base de Ey constituée de vecteurs propres
de Ty !'!!

’ T'n est diagonalisable. ‘

0 est valeur propre de Ty donc Ty n’est pas injectif et encore moins bijectif!

’ Tn n’est pas bijectif. ‘

Partie IV : Nature d’une série de maximums

1
26. Soit n un élément de N*. g, est dérivable sur [0, +oo[ et Vo € [0, +oc[, g;,(z) = = (n "l e 4 an (fe*z)).
n!
1
Vz € [0, 400, g, (z) = Ex” Lem (n — ).

gn est continue sur [0, +oo|, Vz €]0,n[, g,,(x) > 0 et Vz €]n, +00], g}, (z) <O0.
Ceci suffit pour dire que g,, est strictement croissante sur [0,n] et strictement décroissante sur [n, +ool.
Donc Vz € [0,n], gn(x) < gn(n) et Va €]n, +0|, gn(n) > g,(z) et ainsi Va € [0, n[Un, +0[, gn(x) < gn(n).

Dans ces conditions, g, admet un maximum sur [0, +oo][ atteint en le seul point n.

n ,—n

n-e

gn admet un maximum M,, sur [0, +oo[ atteint en le seul point n. M,, = g,(n) = '
n!

27. Soit n dans N*,

1
RV 1 M 5 M,
an = pipr1 —Inp, =In(vn+1M,41) —In(v/nM,) =1n ( ntl n+1 ( 'H_l) .

Jn M, M,
My i1 1 (n+ 1)rtle= (D) g (n+1)" e~ (D (n + 1) n' -1
= = My — = = . Alors:
M, 0, (n+1)! nte " nn e oS

an:m((n-i-l) Mn+1>:1n<<n+1> (n—i—l) €1>:ln<(n+1) 61>.
n M, n n n
apn = n—f—l lnn+1—1:n 1+i In 1_|_1 _l.

2 n 2n n n

14 1 14 Yo 1 ot 1 1 1 1 n 1 to 1 p duit
il = n = = - 4 — ). Par produit :
2N n—oo 2n n3 n n—toomn  2n2  3n3 n3 ab procu
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1+ L | 1+ 1 L 1 + 1 + 1 1 +o0 !
—_— n —_ = —_—— — —_— —_— —_— .
2n n) n—toomn 2n2  3n3  2n2 4n3 n3
14 1 1 1 1 Lo 1 1 Yo 1 Al
- = —-— — = — — . TS
n n n n—+oo 3n3 4n3 n3 ) n—4oo 12n3 n3 oS
1 1 1 1 1
=n|(1+—)m(1+=)-=| = — — ).
n HK Jr2n> n( +n> n] n—+oo 12n2 Jr0(712>

B 1 to 1
" n—too 12n2 n? )’

1 1
28. Il résulte de Q27 que a,, ~ -——- De plus la série de terme général —— est convergente et 3 termes positifs.
n—+oco 12n2 12n2

Les regles de comparaison sur les séries a termes positifs montrent alors que:

la série de terme général a,, converge.

“+oo
29. Posons S = > an.

n=1
n—1 n—1 n—1
Vn € [2,4o0f, Inpy, —Inpy = >, (Inppyr —Inpg) = > ax. Vn € [2,400, Inpty =lnp + > ag.
k=1 k=1 k=1

Alors lirf Inp, =Inpy + S et ainsi la suite (In py, )n>1 est convergente. Notons £ sa limite.
n— oo

Par continuité de la fonction exponentielle en ¢, lim e™#» =ef donc lim j, = e’. Ainsi:

n—-+o0o n—-+oo

’ la suite (pn)n>1 converge et sa limite est strictement positive. ‘

¢ ¢
: . . . & €
30. lim p,=c’etef #£0donc pu, ~ €. Cequidonne nM, ~ e AinsiM, ~ —=—-
n—+oo n—+00 n—+o0 n—too /N p3
et 1
De plus la série de terme général — est divergente, car 3 < 1, et a termes positifs.
nz

Les regles de comparaison sur les séries a termes positifs montrent alors que:

la série de terme général M,, diverge.

Partie V : Etude d’extremum local pour une fonction de deux variables réelles

31. Posons V(z,y) € R%, pi(z,y) =z, po(w,y) =y et ps(x,y) =x+y. F=fop+ fops— fops.
1. p1, p2, p3 sont de classe C? sur R? car ce sont des fonctions polynémes.
2. V(x,y) €]0,+00[?, p1(x,y) €]0,4+00[, p2(z,y) €]0, +00[ et p3(x,y) €]0, +o0|.
3. f est de classe C? sur ]0, +o0|.

Alors par composition f op;, fops et fops sont de classe C? sur ]0, +o0[2.

Donc F de classe C? sur |0, +0c0[?> comme combinaison linéaire de trois fonctions de classe C2 sur ]0, +oo[?.
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’ F est de classe C? sur 0, +oo[?. ‘

Soit (2,9) €0+ P 0.) = P 1 (o) = 1 1) = (o)

O 222) 4,y = 9224, oty ) = 0 £/) =)

W(%y) = %(%y) flps(z.y) =1 x flz +y) = f'z +y).

Alors 5 (a,5) = £'(a) + 0= f'(a +3) = /) ~ (2 +y). De méme 5 (a,) = 1) ~ (o +).

o) €0, oo, 5 0) = 1)~ Fa ) et 5 (@) = 1)~ o+ )

vt €]0, +oo, f(t) = te~ " donc Vt €]0,+o0|, f'(t) = et +t(—et) = (1 —t)e*. Alors:

Y(z,y) €]0, +oo[?, Z—i(m,y) =1l-2)e"—(1—-z—y)e “ Vet Z—j(m,y) =(l-ye?V—(1—x—y)e ™V

Remarque  On obtient sans difficulté, pour tout élément (x,y) de |0, +oo[? :

0’F 0’F 0’F 0’F

W(%y) = f"(z) = f"(z +y), aiyg(‘r?y) =f"(y) = f'(x+y) et m(ﬂ%y) = m(xvy) = —f"(z+y).

32. Rappelons que f est de classe C? sur |0, +ool.
Vt €]0,+ool, f(t) =te ", Vt €]0, 400, f'(t) = (1 —t) e et Vi €]0,+oof, f"(t) = —e "+ (1 —t) (—e ) = (t—2)e .

f’ est continue sur [2,4+oc0[ et f” est strictement positive sur ]2,4+o00[. Cela suffit pour dire que f’ est continue et

strictement croissante sur [2, +o0].

Comme f/(2) = —e~2 et . li+m f'(t) = 0 (par croissance comparée), f’ définit une bijection de [2, +-oc[ sur [—e~2,0[.

f! est continue sur ]0,2[ et f” est strictement négative sur ]0,2[. f’ est continue et strictement décroissante sur |0, 2].
Comme lim f/(t) = —e % et lim f'(t) =1, f’ définit une bijection de ]0,2[ sur | —e~2,1][.

t—2— g
Alors si A est un réel, 'équation f'(t) = A admet au plus une solution dans ]0, 2] et au plus une solution dans (2, +00]
donc au plus deux solutions dans ]0, +o0|.

Soit a dans ]0, +o00[. L’équation x €]0,+oo[ et f(z) = f(a) admet a comme solution et admet au plus deux solutions.

Elle admet donc au plus une solution distincte de a.

Pour tout élément a de ]0, +o00[, 'équation x €]0,+oo[ et f'(z) = f'(a) admet au plus une solution distincte de a. ‘

Exercice \ est un réel. Trouver le nombre de solutions de ’équation x €]0,+oo| et f'(z) = .

En déduire, pour tout élément a de ]0,+o0c[, le nombre de solutions de I'équation x €]0,+oo| et f'(x) = f'(a).

33. Soit (z,y) un élément de ]0, +ool>.
oF OF
e Supposons que (z,y) est un point critique de F. Alors a—x(a:,y) = a—y(x,y) =0.

Donc f'(x) = f'(x +y) = f'(y) = f'(x+y) = 0. fl(@+y) = f(x) et ['(y) =[x +y) = f(2)
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Donc y et 24y sont deux solutions distinctes de I'équation ¢ €]0, +oo[ et f/(t) = f/(z). Alors d’apeés Q32 l'une d’entre
elle est x.

Ainsi x +y = x ou x = y. Notons que = + y = = donne y = 0 ce qui n’est pas donc z = y.
Alors f'(2z) = f'(z +y) = f/'(z). Finalement y = x et f'(2z) = f'(z).

Réciproquement supposons que y = x et f'(2z) = f'(x).

S @) = £'@) = £t y) = £'x) = £/(20) =0 et G (o) = ) = £+ 9) = (o)~ f(22) =0
g—i(x,y) = %(x’ y) = 0. Ainsi (z,y) est un point critique de F'.

’ Pour tout élément (x,y) de |0, +o0[?, (z,y) est un point critique de F si et seulement si x =y et f/(z) = f/(2z). ‘

34. Soit x un réel strictement positif.

flle)=f2r) = e *(l-2)=e2(1-22)=c*(1l-2)=1-20+=¢e*(1—2)—1+22=0.
Posons Vz €]0, +o00[, () =e"(1 — ) — 1+ 2z. Yz €]0,+00], f'(x) = f'(2z) < ¢(x) = 0.

Montrons alors que ¢ s’annule une fois et une seule sur ]0, +-o00[.

¢ est dérivable sur ]0, +o00[ et V €]0,4o00[, /() =e* (1 —xz) +€e*(—1)+2 =2 — ze®.

¢ est dérivable sur |0, +o00[ et Vz €]0, oo, £’(z) = —€e* —ze* = —(z + 1) e*. Vz €]0, 400, £"(x) < 0.
Alors ¢ est continue et strictement décroissante sur ]0, +00.

De plus iii%él(x) = ili% (2—ze®) =2et IEIEOO (z) = mgrfoo (2—ze€") = —o0.

Alors ¢ définit une bijection de |0, +o00[ sur | — 0o, 2[. 0 appartient & | — 0o, 2[ donc il existe un unique élément 3 dans
10, +o0[ tel que ¢'(B) = 0.

La stricte décroissance de ¢’ sur )0, +oo[ permet de dire que Yz €]0, 5[, ¢'(x) > 0 et Va €]3, +oo], ¢'(z) < 0.
(1) =2 —edonc ¢'(1) < 0. Alors 1 €]8,400[ et ainsi 8 < 1.
e ( est strictement croissante sur |0, 3] et strictement décroissante sur [3, +00[.

e ( est continue sur |0, 8] et sur [3, +o0].

e lim 4(x) =0, lim {(z)=4(F) et lim {(x)= —o0.

-0 o B fra———

Alors ¢ définit une bijection de ]0, 8] sur ]0,£(3)[ et de [3, +oo[ sur | — 00, £(3)]. Notons que I(3) > 0. Alors:

1. Vz €0, 8], £(x) > 0. L’équation = €]0, 5] et £(xz) = 0 n’a pas de solution.

2. 0 €] — 00, 4(0)] donc L’équation z € [3, +oo] et £(x) = 0 a une solution et une seule que nous noterons a.
Finalement I'équation = €]0, +o00[ et ¢(x) = 0 admet une solution et une seule a.
Donc 'équation z €]0, +oo[ et f'(z) = f'(2x) admet une solution et une seule a.
Ainsi, d’apres Q23 F admet un point critique et un seul («, ).
£ est strictement décroissante sur [3, +oo[. Rappelons aussi que § < 1.

Alors comme £(1) =1, f(a) =0et £(2) =3 - <0:1 < a<2.

’ F admet un point critique et un seul que nous noterons («, ). De plus 1 < o < 2.
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35. Vz €)0,+oo|, f(z) = (z —2)e "

fla)=(a—2)e*<0cara<2et f"2a)=2a—2)e?*=2(a—1)e 2% >0 car a > 1.

’ f"(a) <0et f"(2a) > 0. ‘

36. e F est de classe C! sur ouvert ]0, +oc[?. Ainsi si F' admet un extremum local en un point de ]0, +o00o[?, ce

point est un point critique de F'.

Or (a,a) est I'unique point critique de F sur |0, +o0[?, done F' admet au plus un extremum local sur |0, +o0[? et si F
admet un extremum local sur |0, +-00[? il est atteint en (a, a).

e Regardons alors si F' admet un extremum local en («, @)

Nous avons déja dit que F est de classe C? sur |0, +00[? et que pour tout élément (x,y) de ]0, +oo[? :

2 2 2
G @) = 1@) = 1w+ ), o) = 1)~ e k) et 5 () = —f (o )

aQ—F(a Q) 8—627}7(04 ) ett—i(a )
0x2 77T gyox ooy

r=[f"a) = ['2a),s=—f"2a), t=f"(a) - ["(2a).

st = () - @)~ (- ree) = (11@) -2 @) + (/1ew) - (11ea)
rt — 5% = f"(a) ( () — 212 a)).

Rappelons que f”(a) <0 et f(2a) > 0. Alors f”(a) < 0 et f”(a) —2 f”(2a) < 0 donc rt — 52 > 0.

Posons r =

Ainsi, d’apres le cours, F' admet en («, ) un extremum local (strict).
r = f"(a) < 0 donc il s’agit d’'un maximum local.

Alors les deux points précédents permettent de dire que :

’ F admet un extremum local et un seul. Cet extremum local est un maximum.
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LYON 2012 Premier probleme

Partie I: Interpolation polynomiale

1. e @ est une application de R,,_1[X] dans R™.

e Soit A un réel. Soient P et @ deux éléments de R,,_1[X].
e(AP+Q) = (AP +Q)(ar), (AP +Q)(az), ..., AP+ Q) (an)).

PN P +Q) = (AP(a1) + Qa1), A Plaz) + Q(az). .., A Plan) + Qlan) ).
©(AP+Q) =X (P(ar), P(az),...,P(an)) + (Qa1), Q(az), ..., Q(an)) = Ap(P) + ¢(Q).
VA€ R, V(P,Q) € Ry 1[X] X Ruot[X], 9(AP + Q) = Ap(P) + 9(Q). ¢ est linéaire.

e Soit P un élément de Kerg. (P(a;), P(a),. .., P(an)) = Ogn.

Ainsi P(ay) = P(ag) = -+ = P(a,) = 0. Donc ay, ag, ..., a, sont n zéros distincts du polynéme P qui est de degré
au plus n — 1. Alors P est le polynéme nul.

Cela suffit pour dire que Ker ¢ = {Og, ,[x]} donc que ¢ est injective.

¢ est une application linéaire injective de R,,_1[X] dans R”. Comme R,,_;[X] et R” ont méme dimension finie n,
¢ est un isomorphisme de R,,_1[X] sur R™.

’ ¢ est un isomorphisme de R,,_1[X] sur R"

2. Soit (b1, ba,...,b,) un élément de R™. Soit P un élément de R,,_1[X].

(Vi e [L,n], P(a;) = bi> = (P(a1), P(as),. .., P(an)) = (b1,ba, ..., bn) <= @(P) = (b1, by, ..., by).

(Vi € [L,n], P(a;) = bi> e P =y ' (by,bs,....by). Plus de doute:

’ il existe un élément P de R,,_1[X] et un seul tel que:Vi € [1,n], P(a;) = b; |

3. Notons que 0, 1, 2 et 3 sont quatre réels deux a deux distincts! Alors il existe un unique élément Py de R3[X] tel
que Po(O) = ]., P()(l) = 37 P0(2) =11et Po(?)) = 31.

Il existe quatre réels a, b, ¢, d tels que Py = aX?3 4+ bX? 4 cX + d. Notons qu’il est nullement obligatoire de raisonner
par équivalences pour trouver a, b, c et d.

1=PFy(0)=d
3=PR(l)=a+b+c+d

Les hypotheses donnent :

11 = Py(2) = 8a +4b+2c+d
31 = Py(3) = 27a + 9b + 3c + d
b+c=2 . . )Je=2—-a-b c=2—a-—>b
Alors { @7 A
N 4a+2%+c=5 MY 3, 4 b =3 "N 3a+b=3
9a +3b+c =10 8a+2b =8 da+b=4

En retranchant les deux dernieres lignes il vient rapidement a = 1. Ce qui donne b =0 et ¢ = 1.

Finalement a =1, b=0,c=1et d = 1. Donc:
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L’unique élément Py de R3[X] tel que Py(0) =1, Py(1) =3, Py(2) = 11 et Py(3) = 31 est X3 + X + 1.

Partie II : Polynéomes spéciaux

1. Py est un élément de R[X]. De plus: Vz €]0, +o0, (Po(a:) =a3+a+1>0et Pi(z)=322+1> O). Alors:

’ X34+ X +1 est un élément de E. ‘

2. Soit « un réel strictement positif. Soient P et () deux éléments de F.
Notons que a P, P+ @ et PQ sont des éléments de R[X] car P et @ sont des éléments de R[X] et « est un réel.
Soit z un élément de )0, +oo[. P(z) >0, Q(x) > 0, P'(z) >0, Q' (x) > 0 et a > 0.

Alors (a P)(z) = a P(z) > 0, (« P)'(z) = a P'(z) > 0, (P+Q)(z) = P(z)+Q(z) > 0, (P+Q) (xz) = P'(z)+Q'(x) > 0,
(PQ)(z) = P(z)Q(z) > 0 et (PQ) (x) = P'(x) Q(x) + P(z) Q'(x) > 0. Ceci étant vrai pour tout réel z appartenant
a Pintervalle |0, 400, on peut alors affirmer que a P, P + @, PQ sont des éléments de E.

’ FE est stable par multiplication par un réel strictement positif, par addition et par multiplication. ‘

Py appartient & E. Alors Vz €]0, +o0[, Py(z) > 0 donc Vx €]0,+00[, (—Fo)(x) < 0. Ainsi —Py n’appartient pas & E.
Ce qui permet de dire que:

’ E n’est pas un sous-espace vectoriel de R[X]. ‘

3. Soit P un élément de E. P; est la primitive de P sur R qui prend la valeur 0 en 0 donc P; est un élément de R[X].
On a déja: Vz €]0, +oo|, Pj(z) = P(z) > 0.

Notons alors que P; est continue et dérivable sur [0, +-o00[, de dérivée strictement positive sur |0, 4+o0l.

Ceci suffit pour dire que P; est strictement croissante sur [0, +oo[. Alors Vz €]0, +oo[, Pi(z) > P1(0) = 0.

Ceci achéve de montrer que P; est un élément de E.

Si P est un élément de E, l'application P; de R dans R définie par Vo € R, Pi(x) = / P(t)dt est
0

également un élément de F.

4. Soit P un élément de E. P est continue et dérivable sur [0, +oo[, de dérivée strictement positive sur ]0, +oo[. Ceci
suffit pour dire que P est strictement croissante sur [0, +00].

Ce qui suffit tres largement pour dire que Va € [0, +oo[, P(z) = P(0).

Si P est dans E, Vz € [0, +o0[, P(x) > P(0). ‘

5. Soit P un élément de E.

o Pest application continue et strictement croissante de [0, +o0o[ dans [P(0), +o00[ car P est continue et strictement
croissante sur [0, +00.
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e P n’est pas un polyndme constant car P’ n’est pas le polyndéme nul puisque Va €]0, +oo[, P'(x) > 0. Alors

lim P(z) =+4occou lim P(x) = —oc0. Comme P est strictement positif sur |0, +o00[, nécessairement lim P(z) =
x——+00 x——+00 xr——+00

+o00. Donc lir_ir_l ﬁ(m) = J-o00.

Les deux points précédents montrent que P est une bijection de [0, +oo[ sur [P(0), +ocol.

Si P est un élément de E, P est une bijection de [0, +-o00[ sur [P(0), 4+00].

6. Soit P est un élément de E de degré au moins deux.

Va €]0, +o0[, P'(z) = P'(z) > 0. Ceci permet de dire que P~ est au moins dérivable sur | P(0), +o0].

De plus Var €]P(0), +ocf, (P~")(x) = M'

Or P est une bijection strictement croissante de [0, +o0c[ sur [P(0), +-00] et lirf P(z) = 400
T— 100

donc lirf P~ Y(z) = +o0.

P’ est un polynome de degré au moins 1 strictement positif sur ]0, +oo[ done lirf P'(x) = +o0.
Tr—1T00

Alors lim P'(z) = 400 et par composition lim P'(P~(z)) = +oc.

r——+0o0 r——+0o0
. D—1y/ . 1
Alors lim (P7)(z)= lim —=——=
r——+00 Z—+00 P’(P_l(x))

Supposons que P~1 est une application polynomiale. P~ est alors dérivable sur [P(0), +o0] et sa dérivée est également

une application polynémiale. Alors comme liI_P (P~YY(x) = 0 nécessairement, (P~') est constante et méme nulle
T— 100

sur [P(0), +o0].

Donc P! est constante sur [P(0), 4o00[ ce qui contredit le caractere bijectif de P~L.

Donc P! n'est pas une application polynomiale.

Si P est un élément de E de degré au moins 2, 'application réciproque P~1de P nest pas une application

polynomiale.

Partie III : Matrices symétriques positives

1. A est une matrice symétrique de M, (R) (donc a coefficients réels!). Le cours montre alors que:

’ A est diagonalisable dans M., (R). ‘

2. a. Supposons que A soit dans S;7. Soit A une valeur propre de A. Il existe un élément U non nul de M,, 1(R) tel
que AU = \U.

Alors tUAU =tU(AU) = MUU = X ||U||2. tU AU est un réel positif ou nul car A appartient & S; et ||U||? est un réel
strictement positif car U n’est pas nulle. Dans ces conditions A est un réel positif ou nul. A € [0, +o0l.

Donc toutes les valeurs propres de A sont dans [0, +00].

’ Si A appartient & S alors toutes les valeurs propres de A sont dans [0, +oo]. ‘

b. Réciproquement supposons que toutes les valeurs propres de A sont dans [0, +00].
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A est une matrice symétrique de M,,(R) donc il existe une base orthonormée (U, Us,...,U,) de M,, 1(R) constituée
de vecteurs propres de A.

Pour tout ¢ dans [1,n] notons «; la valeur propre de A associée au vecteur propre Uj;.
Par hypothese Vi € [1,n], «; > 0.

Soit U un élément de M,, 1(R) de coordonnées (t1,ts,...,t,) dans la base (U1, Us,...,Uy,).
] i=1 i=1

Comme (Uy,Us,...,U,) est une base orthonormée : 'UAU =< U, AU >= (ti t; ai) =

=1 %

-

(2 a,).

1

n
Or Vi € [1,n], t2 > 0 et a; > 0 donc Vi € [1,n], t?a; > 0. Ainsi 'UAU = (t? ai) > 0.

i=1

A est alors une matrice symétrique de M.,,(R) telle que YU € M, 1(R), ‘UAU > 0 donc A appartient a S,

’ Si toutes les valeurs propres de A sont dans [0, +oo[ alors A est dans S;F. ‘

Partie IV : Matrices symétriques positives solution d’une équation polynomiale spéciale

n—1
1. a. P est de degré n — 1 donc il existe (c¢1,c¢a,...,cp—1) dans R™ tel que P = Z e XF et epy #0.
k=0

n—1 n—1 n—1
SA=SP(S)=S (Z Ck Sk) = (Z Ch Sk+1) = (Z Ch S’f) S = P(S)S = AS. Donc SA = AS.

k=0 k=0 k=0
A=QDQ ! donc D = Q' AQ. Rappelons que A = Q~15Q.

Alors AD = Q71SQQ1AQ = Q71SAQ = Q71ASQ = Q1 AQQ15Q = DA.

| SA=AS et AD = DA |

N osii=j

b. Posons A = (§; ;) et D = (d; ;). Notons que ¥(i,j) € [1,n]*, di; = .
0 siij

Alors AD = (Z ik dk,j> et DA = (Z d; 1 5k7j>'
k=1

k=1

En tenant compte de ce qui précede on a encore AD = (5, ; Aj) et DA = (\; d; ;).

Comme AD = DA :V(i,j) € [[1,n]]2, 8i i Aj = Ni 6i .

Soient i et j deux éléments distincts de [1,n]. §; ; Aj = A; 6;; donc (A; — \;) 0; ; = 0.

i et j étant distincts il en est de méme pour A; et A\;. Donc A; — A; n’est pas nul. Alors d; ; est nul.
Y(i,j) € [1,n]?, i #j = 6;; = 0 donc A est diagonale.

S appartient & S donc ses valeurs propres sont des éléments de [0, +o0o[. Or S et A sont semblables donc ont les
mémes valeurs propres. Par conséquent les valeurs propres de A sont des éléments de [0, +o0].

Comme A est diagonale, ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux. Alors les éléments diagonaux de A sont des
réels positifs ou nuls.
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’ A est diagonale et ses éléments diagonaux sont tous positifs ou nuls.

Avant de passer a la question suivantes poussons ’avantage.

n—1 n—1 n—1 n—1
PA)=) A=) @ 'SQ" =) 4@ 'sfQ=Q"" (Z o S’“) Q.
k=0 k=0 k=0 k=0

P(A)=Q 'P(S)Q =Q 'AQ = D. Alors:

Diag(A1, A2, ..., A\y) = D = P(A) = P (Diag (81,1,02,2,- - ., 0n,n)) = Diag (P(51,1), P(82,2), ..., P(8nn))-
Donc Vi € [1,n], A\; = P(d;;). Rappelons que P est dans E et que 1,1, d2.2,..., 0np, sont des réels positifs.
Ainsi Vi € [1,n], \i = P(6:;) = P(6;). Ce qui donne Vi € [1,n], §;; = P~1(\).

Alors A = Diag (]5*1()\1),]3*1()\2), . 15*1()\71))

Or S = QAQ~" et | donc S = Q Diag (Pil()\l)7P*1(>\2), N .,ﬁ*l(xn)) oL

2. Ici le concepteur ne nous a pas fait de cadeau car il nous oblige & montrer que le probléeme admet
une solution et une seule (normal et simple) et qu’en plus la solution s’écrit QAQ ™! ou1 A est diagonale
(pas de probléme) et ol Q est la matrice qu’il a fixé au départ, non ? Le dernier point coince un peu...

Posons Ay = Diag (ﬁ*l(Al),ﬁfl(Ag), . .,ﬁ*l()\n)) ot Sp = QAGQ L.

La question précédente montre que si S est solution : S = Sy. Cela montre que 1’équation proposée admet au plus une
solution et que s’il existe une solution cela ne peut étre que Sy.

On s’appréte donc gentiment & montrer que Sy est solution. Pas de difficulté pour montrer que P(Sp) = A et que les
valeurs propres de Sy sont positives ou nulles. C’est moins facile de montrer que Sy est symétrique... sauf si Q) est
orthogonale (ce qui n’est pas dans le texte). Rusons...

A est une matrice symétrique de M, (R) ayant n valeurs propres distinctes A1, Ag, ..., An.
Pour tout ¢ dans [1,n] considérons un vecteur propre unitaire V; associé & la valeur propre ;.

Les sous-espaces propres de A étant deux & deux orthogonaux, (V1, Vs, ..., V,,) est une famille orthogonale de M,, 1 (R).
Mieux c’est une famille orthonormée de M, 1(R) car Vi, Vs, ...., V,, sont unitaires.

(Vi,Va,..., V) est alors une famille orthonormée donc une famille libre de cardinal n de M, 1 (R) qui est de dimension
n, c’est donc une base orthonormée de M, ;(R). Mieux (V1,Va,...,V,) est une base orthonormée de M, ;(R)
constituée de vecteurs propres de A respectivement associés aux valeurs propres A1, Ag, ..., Ay.

Soit alors 1 la matrice de passage de la base canonique de M, ;1(R) & la base (V1,Va,...,V,). Q1 est orthogonale

comme matrice de passage d’une base orthonormée a une base orthonormée.
De plus Ql_lAQ1 = Diag(A1, Az, ..., An). A= Q1Diag(A1, Ao, ..., A?L)Ql_l'
Posons alors S = QlAOQfl = Q1A0'Q1 et montrons que S; est solution.
e S =HQ1A0'Q1) ="("Q1)'A¢'Q1 = Q1A' Q1 = Sy car A est diagonale. Donc S est symétrique.

S1 et Ag sont semblables donc ont mémes valeurs propres. Or Ay = Diag (ﬁ_1<)\1)7ﬁ_1()\2>, o ,ﬁ_l()\n)) donc

les valeurs propres de Ag sont P=1(A1), P1(A2), ..., P~1()\,). Comme P! est une application de [P(0),+oo| dans
[0, 400, les valeurs propres de Ag et donc de S; sont des éléments de [0, +o0].

Ceci achéve de montrer que S; est dans S,

e Montrons que P(S;) = A.



n—1 n—1
P(S1) =) e ST =2 cx (Q1A0Q7"
k=0 k=0

n—1
=" a@iater!

k=0

P(S1) = Q1P(A0)Q7". Calculons P(Ay).

P(Ag) =P (Diag (]3—1()\1), P1(\),.

N ,ﬁ—l(xn))).

P(Ag) = Diag (P (ﬁ—l(xl)) P (ﬁ—l(AQ)) .. P (ﬁ-l(An))).

Vi € [1,n], P~1(\;) € [0, +oo| done Vi € [1,n], P (ﬁ*l(xi)) -y (15*1(&)) -\

Ainsi P(Ag) = Diag(A1, Ag, ...

,)\n) et P(Sl) = le(Ao)Qfl = QlDiag()\l, )\2, .

S1 appartient & S;F et P(S1) = A donc S; est solution. Finalement :
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n—1
Q1<§:ckA5)Q;P
k=0

) An)Qfl =A

’ L’équation S € ;I et P(S) = A admet une solution et une seule. ‘

Nous avons vu que S7 est solution et que si .S est solution :

S = QDiag (15*1(/\1)7}3*1()\2), L ?*1()\”)) oL

Donc S; = Q Diag (ﬁ—l(Al),ﬁ—l(Ag),

...,ﬁ—l()\n)) oL

Ainsi @ Diag (15_1(/\1), P\, ... ,13_1(/\n)) Q! est la solution. Cela permet alors de dire que :

I'équation S € S et P(S)

Diag (P*I(Al),Pfl(Az),...,P*

).

Si @ est une matrice inversible de M, (R) telle que A = @QDiag(\, Az, ...
= A est QAoQ ! ot Ay est la matrice diagonale

,An)Q7L, la solution de

3. a. P=X?+ X + 1 est un élément de R[X].

De plus Vz €]0, 40, P(x) =23+ 2 +1>0et P'(x) =322+ 1> 0. Alors:

’P:X3+X—|—1 est un élément de FE.

b. Soit A un réel et soit U =

+ e R

20—y = Az
—r+2y=2\y
2+ 10t=Az
10z + 21t = At

AU = \U <—

1-N)B-Nz=0

y=02-Nz
AU = \U <

1
= —

=10 (A=21)z

une matrice de My 1(R).

y=2-Az
-4+ (2-Ny=0
1

10z + (21 = A)t =0

(A—11)(31 = \)z =0

>

y=02-Nz

(2=XN2=-1)z=0
1

t:l—o()\fﬂ)z

i(102 —(A=21)*)z=0

Si A n’appartient pas a {1,3,11,31}, AU = \U <= v =y =2z =1t =0 <= U = Oy, ,(r) donc A n’est pas valeur

propre.
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y==x
Sid=1, AU = \U < { z =0 donc X est valeur propre de A et le sous espace propre associé est la droite vectorielle
t=0
1
de My 1(R) engendrée par (1)
0
y=-x
SiA=3, AU = \U <— {z =0 donc X est valeur propre de A et le sous espace propre associé est la droite
t=0
1
vectorielle de My 1 (R) engendrée par Bl
0
z=0
SiA=11, AU = \U — {y =0 donc A est valeur propre de A et le sous espace propre associé est la droite
t=—z
0
vectorielle de My 1 (R) engendrée par (1)
-1
=0
SiA =31, AU = AU <= { y = 0 donc X est valeur propre de A et le sous espace propre associé est la droite vectorielle
t==z
0
de My 1(R) engendrée par ?
1
’ Les valeurs propres de A sont 1, 3, 11 et 31. ‘
) o Ar o Opym _
Remarque Nous aurions pu remarquer que A est la matrice diagonale par blocs 0 A avec Ay =
M2 (R) 2

2 -1 21 10 .
( 1 9 ) et Ay = (10 21) et utiliser que Sp A = Sp A; U Sp As...

A est clairement symétrique et ses valeurs propres sont des éléments de [0, +oo[ donc:

A appartient & S

1 1 0 0
1 1 0 0
e il o =0 o [I=I] ;1 |I=M{|I=v2
0 0 -1 1
1 1 0 0
1 1 1 -1 1 0 1 0
Posons V; = — Vo= — , Vi =— et Vy=—
velo) e o AR e |t
0 0 -1 1

Posons encore Ay =1, Ao = 3, A3 = 11 et A4 = 31.

4
Pour tout ¢ dans [1,4], (V;) est une base orthonormée de SEP (A, \;). De plus My 1(R) = @SEP (A, ;) et,
i=1

SEP (A, A1), SEP (A, A\2), SEP (A, A3), SEP (A, \4) sont deux a deux orthogonaux. Alors (V1, Va, Vi, Vy) est une base
orthonormée de My 1(R) constituée de vecteurs propres de A associés aux valeurs propres 1, 3, 11; 31.

Soit @ la matrice de passage de la base canonique de My 1(R) & la base (Vi, Vo, V5, Vy). @ est orthogonale comme ma-
trice de passage d'une base orthonormée a une base orthonormée et Q=1 AQ est la matrice diagonale Diag (1, 3,11, 31).
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1 1 0 O
Notons que Q = e et que A =QDQ! ot D est la matrice diagonale Diag (1,3,11,31)
q - \/5 O 0 1 1 q - ago ale ag g I .
0 0 -1 1
1 1 0 0
Q= L est une matrice orthogonale de My (R) et A = QDQ~! ot D est la matrice
v2 10 O 1 1
0O 0 -1 1
diagonale Diag (1, 3,11, 31) de My(R).

d. Dans ces conditions et d’aprés ce qui précede, I'équation S € S;" et P(S) = A admet une solution et une seule qui
est So = @ Diag (P71 (A1), P71 (X2), P~ (A3), P71 (A1) Q1.

Notons que Sy = @ Diag (P~(1), P~'(3), P~1(11), P~*(31))Q~".
Or P=X3+X+1=P,. DoncI Q3. donne P(0) =1 =Xy, P(1) =3 =), P(2) =11 = A3 et P(3) =31 = \,.
Comme P est dans E et 0, 1, 2, 3 sont des éléments de [0, +oo[: P~1(1) =0, P~1(3) =1, P~*(11) = 2, P71(31) = 3.

Alors Sy = @ Diag(0,1,2,3) Q" = QDiag (0,1,2,3) Q.
1 1 0 0 1 1 0 0
1 [1 -1 0 0] 1 {1 -1 0 0
SO*E 0 0 1 1 Dlag(0’1’2’3)ﬁ 0 0 1 -1
0 0 -1 1 0 0 1 1
1 1 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0
g L1 -1 0 0 1 =10 0)_1[{-1 1 00
°~3%{0o 0o 1 1 0 0 2 -2~ 0 0 5 1
0 0 -1 1 0 0 3 3 0 0 15

1 —
L’équation S € S; et P(S) = A admet une solution et une seule : 3 1

= ot O O
o= O O

o
OO =




