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CONCOURS D’ENTREE 1997

MATHEMATIQUES

lere épreuve
(option scientifique)

Lundi 28 avril 1997 de 8 heures a 12 heures

Seules sont autorisées: Une regle graduée.
Une calculatrice de poche pouvant étre programmable et jou alphanumérique, a
fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompagnement et de
surface de base maximum de 21 cm de long sur 15 cm de large.

PREMIER PROBLEME

On note E I'espace vectoriel réel des applications continues de [0, 1] dans IR.
1. Montrer que I'application ¢ : ExXE —> IR
1
(t.g) —> f f(thg(t)dt
0
est un produit scalaire sur E.

On note ILIl la norme associée & ce produit scalaire.
Soit ne IN tel que n = 2. On note E,, le sous-espace vectoriel de E formé des fonctions polynomiales définies

sur [0, 1] et de degré inférieur ou égal a n—1, et, pour tout i de {1, ..., n}, e;:[0,1] —> IR.
e

On rappelle que (e, ..., en) est une base de E,, .

2. Calculer, pour tout (i,]) de {1, ..., n}?, 0(ei,e)).



On considére la matrice carrée réelle d'ordre n :

1 1
! 2 n
11 ]
=12 3 n+1 = [—
Hn : : (|+J—1>1Siﬁn
: : : 1<j<n
a1 1
n n+t 2n—1
3. Etudeducasn=2
a. Determiner les valeurs propres de la matrice Hs .
b. La matrice Hp est-elie diagonalisabie ?
c. Montrer que la matrice Ho est inversible et calculer son inverse.

Dans toute la suite du probléme, n désigne un entier supérieur ou égal a 2.

4, Etablir que la matrice H,, est diagonalisable.

5. a.

SoientPe En, Qe E,.

n n
Onnote aq, ..., an les réels tels que P = X aje;, bi,..., by les réels tels que Q = X bje;,
i=1 i=1

aq b4
A et B les matrices-colonnes définies par : A = (a ) , B= (b ) .
n n

Montrer : & (P,Q) = 'AH,B ou 'A désigne la transposée de A.

b. En déduire que les valeurs propres de la matrice H, sont toutes strictement positives.
c. La matrice Hp est-elle inversible ?
6. Soit fe E. On note, pouri € {1,...,n}, Bi= ¢ (ei,f).

On considere les matrices-colonnes B et Ag définies par B = ( :

On note a4, ..., 0y les réels tels que Ag =

B B
et AO: Hn B

n
Ol

n
: ) , et Pgle polyndme défini par: Pg= X aje;.
O i=1

On considére 'application d: En— IR

f.

P ——> lIP-il

Montrer: Vie{1,..,n}, & (e,Po-f)=0.
En déduire : VQeEn, ¢(Q,Pp—-f)=0.
Etablir : VP e E,, IIP-fll2=lIP-Pyll2+ IIPg—flI2.

. Démontrer que d admet un minimum et que ce minimum est atteint en Pget en Pg seulement.

Montrer : [IPg—flI2 = lIflI2-1lIPgllZ.

Un exemple :
On choisiticin=2et f:[0,1] —> IR.

1
t\-+|t 3

Calculer Py et d(Pg), et donner une valeur approchée décimale de d(Pg) & 1078 pres.
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Notations :

E désigne 'ensemble des fonctions polyndmes réelles.

n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 3.

E. désigne 'ensemble des fonctions polyndmes réelles de degré inférieur ou égal a n.
Pour tout entier naturel non nul k, X* désigne la fonction polynéme ¢ — ¢*.

Une fonction polynéome P non nulle est dite unitaire lorsque son coefficient dominant est égal a 1

(c’est-a-dire que, si d est le degré de P, alors P=X%4aq X%V 4+ +ag,ol ag, a1, -+, Gg—1
sont des réels ).

PARTIE I : Etude d’un produit scalaire.

+ o0

1.a. Montrer que, pour toute fonction polynéme P de E, 'intégrale / P(t)e" dt est convergente.
0
+co

b. Pour tout entier naturel k, on note Iy = / the=tdt .
0
Déterminer une relation entre I et Ix11 . En déduire que I = k! .
On considére 'application notée <.,.> de E, X E, a valeurs dans R définie par :

+oo
<P,Q> :/ P()Qt) et dt .
0

2.a. Montrer que <.,.> est un produit scalaire sur E,.

b. Pour tout couple (i, j) d’entiers naturels inférieurs ou égaux & n, calculer < X*, X7 > .
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Dans la suite du probléme, E, est muni de ce produit scalaire.

3.a. Construire une famille orthogonale (Qo, @1, @2) de trois fonctions polyndmes telle que pour tout

C.

k de {0, 1, 2}, Qr soit unitaire et de degré k (on pourra utiliser le procédé d’orthogonalisation
de Schmidt ).
On vérifiera que @y = X? —4X + 2.

Montrer pour tout couple (u,v) de réels :
+oo
/ (P +ut+v)eldt=<Q,Qa> +(u4+4)? <Q1,Q1> +(u+v+2)* <Qo, Qo> -
0
Soit H la fonction définie sur R? qui & tout couple (u,v) de réels associe l'intégrale
+oo )
/ (2 4+ ut +v)2 et .
0

Déduire de la question précédente que H admet un minimum que 'on calculera.

PARTIE II : Construction d’une base orthogonale.

Soit ® Papplication définie sur E,, par :

VP e E, &P)=XP"(X)+(1-X)P(X)

c’est-a-dire que ®(P) est la fonction polynéme définie pour tout réel ¢ par :

Q(P)(t)=tP"(t)+ (1 —-t)P'(z) .
Montrer que @ est un endomorphisme de E,, et déterminer la matrice associée a @ relativement
a la base canonique (1, X,---,X") de E, .
Soit k € {0,---,n} . Montrer que la famille (®(X7) + ka)o<].<k est lide.
En déduire que —k est valeur propre de . '

Montrer que @ est diagonalisable.

Montrer que la dimension de chaque sous-espace propre est égale a 1.
En déduire que, pour tout & appartenant & {0,---,n}, il existe une unique fonction polynéme
unitaire Py vérifiant ®(Py) = —k Py .

Déterminer, pour tout k appartenant & {0,---,n}, le degré de Py .

Vérifier que Py = Qp, P1 = Q1, P, =02 .

A Paide d’une intégration par parties, montrer ;
g parp )
+OO

V(P,Q) € (Bn)?, <®(P),Q> =_/0 } PU(1) Q' () etdt .

Indication : on pourra comparer la dérivée de la fonction (¢ +— tP'(t)e™*) avec la fonction
(t = @(P)(t) 7).
En déduire que ® est un endomorphisme symétrique de E,, .

En déduire que la famille (P, Pi,---, P,) est une base orthogonale de E, . -
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PARTIE III : Calcul d’une valeur approchée d’une intégrale.

Onnote a=2++v2 et b=2-—+/2 les deux racines de P, .

I.a.

b.

C.

Déterminer deux réels « et § tels que, pour toute fonction polynéme P de degré inférieur ou
+oo

égal 4 1, on ait : / P(t)e 'dt = a P(a) + BP(D) .
0

+oo
Vérifier : / Py(t)e ' dt = a Py(a) + B Py(b) .
0
Soit P une fonction polynéme de degré inférieur ou égal a4 3 .

Montrer qu’il existe deux fonctions polynomes @ et R, chacune de degré inférieur ou égal
al,tellesque P=QFP +R.
Montrer : <P,@>=0.

+oo
En déduire : / P(t)e tdt = a P(a) + B P(b) .
0

Dans la suite du probléme, on considére une fonction f réelle quatre fois dérivable sur [0, +oo]
et dont la dérivée quatritme f(4) est continue et bornée sur [0, +o00] .

Soit M un réel tel que: Vit € [0,+o0of, |F ()| <M .

2.a.

En utilisant Pinégalité de Taylor-Lagrange, déterminer une fonction polynéme 7' de degré
inférieur ou égal a 4 telle que :

Vi e[0,+oof, 0<If(H)] <T().
+co

En déduire que 'intégrale f(t)e~" dt converge.
0

Soit D Dapplication de F3 dans IR* définie par :
VP e Es, D(P)= (P(a), P'(a), P(b), P'(b)) .
Montrer que D est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

En déduire 'existence d’un unique polynéme S de Fj3 tel que :

S(a) = fla), S'(a) = f'(a), S(b)=f(b), 5'(b)=f"(b).

Soit z¢ un réel positif ou nul, différent de a et de b.
On définit la fonction ¢ sur [0, +oo[ par :

f(zo) — S(z0)
(Po(20))’

vt [0, +oof, g(t) = f(t) ~ 5(t) - (Pa()” .

Vérifier que ¢ s’annuleen a, b et z¢ .

b. En déduire que ¢’ admet au moins quatre zéros deux & deux distincts (dont a et b ), puis qu’il

existe ¢ €]0, +o0[ tel que ¢g®(c) =0
(On étudiera avec soin le cas a < zg < b et on expliquera pourquoi les autres cas sont similaires).
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¢. En déduire : f(zo) — S(zo) = ( 2(1‘0 )) A A I OF

(P
puis : If(il?o S(:z:g)I 2(LODM'.
P
4.a. Etablir: Ve e [0,+oo], } - S(z )l —2—(—1:)—)—M .
+oo M
b. En déduire : [/ f(z) e~ do — af(a) 5f(b)[ <=
v 0
5. Application :
1
Soit f : [0,4+oco[— IR Papplication définie, pour tout ¢ de [0, +co[, par : f(t) = TR
En admettant que 0.0915 < 2 4\/_ (2+v2) + ﬁf(?— Vv2) < 0.0916,
+oo -t
donner une valeur décimale approchée de / 15 T3 dt.. On en indiquera la précision.
0
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PREMIER PROBLEME

Notations :
e n désigne un entier supérieur ou égal & 3 .
o M, (IR) est 'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels . -
I,, désigne la matrice identité de M,(IR) .
La transposée d’une matrice M est notée M.
¢ R™ est muni du produit scalaire canonique noté (., .) défini par :

n
siz=(z1,22,...,2n) € Yy = (Y1,Y2,...,¥n), alors (z, y) = Zxkyk.
k=1

I3 Y ‘
En notant les matrices unicolonnes X = | et Y =1 . | et en confondant les
Zn Yn
matrices d’ordre 1 et les scalaires, on a alors (z,y)= ‘XY .
La norme associée a ce produit scalaire est notée || ||.

e B = (e1,¢€2,...,€e,) désigne la base canonique de R".
On rappelle que la matrice de passage P d’une base orthonormale de IR™ a une autre base
orthonormale de R™ vérifie ‘P = P71

Les parties I et II sont indépendantes.

Partie 1

1.  On considére les matrices suivantes de M3(IR) :



a. Justifier que S est diagonalisable dans M3(IR).
b. Montrer qu’il existe une matrice diagonale D de M3(IR) telle que S = P D 'P.

210
2. On considére la matrice M = | 0 2 1 ] de M3(R).
1 0 2

a. Vérifier que (M —213)® =I5.
b. M est-elle diagonalisable dans M3(IR) ?
c. Calculer le produit 'M M.

- Partie I1

Soit A une matrice de M,(R). On note f 1’endomorphisme de IR™ associé a la matrice A
relativement & la base B et g 'endomorphisme de R"™ associé a la matrice ‘A relativement & la base B.

1. Montrer, pour tout z et tout y de R™ :
(9(y), z) =(y, fe)) pus ((gof)(z),z)=[f(=)I*
Montrer que ’endomorphisme g o f est symétrique.
Montrer que g o f est diagonalisable et que ses valeurs propres sont positives ou nulles.
Justifier 'existence d’une base orthonormale B’ = (e],€},...,e],) de R™ constituée de vecteurs

propres de g o f.

On note @ la matrice de passage de la base B 4 la base B’.

5.  Montrer existence de n réels positifs ou nuls yy, p2,..., s (non nécessairement distincts ) tels
H1 0 e 0
que la matrice diagonale A = 0 Hz L ge M, (R) vérifie: '"AA =QA? Q.
Lo .
0 ... 0 pun

6. Montrer que la famille (f(e'l), fley),. .., f(el, )) est une famille orthogonale et que pour tout
entier § de {1,2,...,n}, [f(e})] = ;.

7.  Dans cette question, on suppose que A est inversible.

a. Vérifier que les nombres réels py, p2 ,..., 1y, sont tous non nuls.

1 1 1 )
b. Montrer que la famille €= (L—f(e'l )s ;—f(e'z), ey 'u—f(e:1 )) est une base orthonormale de R".
1 2 n

c. Soit R la matrice de passage de la base B a la base €. Montrer que A = RA Q.

Partie IIT

Déterminer deux matrices orthogonales @ et R d’ordre 3 et une matrice diagonale A d’ordre 3
telles que M = RA'Q ol M est la matrice définie dans I. 2.
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DEUXIEME PROBLEME

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n, dont le produit scalaire est noté ( , ).

L'objectif du probleme est d’étudier les endomorphismes u de E tels que :
Ve e E, (u(z),z)=0.

Les endomorphismes vérifiant cette propriété sont appelés endomorphismes antisymétriques.

PARTIE I. Etude d’un exemple

Dans cette partie, E est ’espace vectoriel des fonctions polyndémes a coefficients réels, de degré
inférieur ou égal & 2. On rappelle que (1, X, X?) est une base de E.

On considére l'application ¢ : E? — R définie pour tout couple (P, Q) d’éléments de E par :
p(P,Q) = P(0)Q(0) + P(Q(1) + P(-1)Q(-1).
Vérifier que ¢ est un produit scalaire.

Dans cette premiére partie, on considere que E est muni de ce produit scalaire.

On considere 'endomorphisme u de E défini pour tout P de E par :
uw(P)=2P'(0)X* — (P(1)+ P(-1)) X.

. Vérifier: VPeE, 2P(0)—P(1)+P(-1)=0.

. En déduire que u est un endomorphisme antisymétrique de 'espace vectoriel euclidien E.

1 1
Soient P, = §(X2 +X)et P = §u(P1).

. Vérifier que P est un vecteur propre de u® et que la famille (P;, P,) est orthonormale.
. Déterminer une base de Ker u.

. Déterminer une base orthonormale B de E et un nombre réel a tels que la matrice associée & u

. 0 —a O
relativement & cette base soit a 6 O
0 0 0

PARTIFE II. Caractérisations des endomorphismes antisymétriques
Soit u un endomorphisme de E.

Pour tout couple (z, y) de EZ, développer {u(z +y), z +y).

En déduire que u est un endomorphisme antisymétrique si et seulement si :

Y(z, y) € E*, (u(z),y)=—(z, uly)).

On suppose dans cette question que la dimension n de E est non nulle.
Soient B = (e1,ez,...,€e,) une base orthonormale de E, et M = (m;;)igi,jga la matrice
associée a u relativement 4 la base B.

. Montrer:  V(z, 7)€ {1,...,n}?, my;= (e, ulej)).

- En déduire que u est un endomorphisme antisymétrique si et seulement si la matrice M associée

a u relativement a la base B vérifie M = —M.



PARTIE IIl. Propriétés générales des endomorphismes antisymétriques

Soit u un endomorphisme antisymétrique non nul de E.

On pourra utiliser la caractérisation obtenue dans la question IL1.
1. Soit A un nombre réel. Montrer que si A est valeur propre de u, alors A = 0.

2. Montrer que Imu et Keru sont orthogonaux et supplémentaires dans E.
En déduire que Keru = Ker(u?).

Montrer que u? est un endomorphisme symétrique de E et que toute valeur propre de u? est
négative ou nulle.
4.a. Montrer que u? admet au moins une valeur propre non nulle.

Soient z un vecteur propre de u? associé & une valeur propre non nulle, et F' le sous-espace
vectoriel de E engendré par (z,u(z)).

b. Montrer que F est un plan vectoriel stable par u.
¢. Montrer que F*, le supplémentaire orthogonal de F, est stable par u.
On munit F* du produit scalaire ( , ); défini pour tout couple (z,y) d'éléments de F* par

<$7'y>1=<$7y>‘ '
On définit 'endomorphisme u; de FXpar: Vz € FL, ui(z) = u(z).

Montrer que u; est un endomorphisme antisymétrique de F'* et que Imu = F & Imu;.

5.  Montrer que le rang d’un endomorphisme antisymétrique est pair. On pourra faire une récurrence

sur la dimension de E.

PARTIE IV. Application

Dans cette partie, E est un espace vectoriel euclidien de dimension 4 et B = (e, €2, e3, es)
est une base orthonormale de E.

it u D’ isme de E associé, relativement & la base B, a la matrice
Soit u 'endomorph de E , relat t & la base B, al t

0 4 1 -1

-4 0 -1 -1
A= -1 1 0 -5
1 1 5 0

1. Montrer que u est un endomorphisme antisymétrique de E.
Vérifier que le vecteur f; = e; + ey — e3 est vecteur propre de u?.

2. Soit F le sous-espace vectoriel de E engendré par la famille‘( fi, u(f1))

. Déterminer une hase
|
orthonormale de F et une base orthonormale de F—. ‘

En déduire une base orthonormale By de E et deux nombres réels a et b tels que la matrice
0 —a O 0

N . . . a 0 0 0

associée & u relativement a By soit 0 0 0 —b
0 0 &5 0
- FIN -
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1.

SECOND PROBLEME

Dans tout le probléme, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2, et E est un espace euclidien
de dimension n dont le produit scalaire est noté {. , .} et la norme associée est notée || . ||.

On note idg 'application identique de E, et 0 Vapplication nulle de E.

Si F est un sous-espace vectoriel de E, on note F'* le sous-espace vectoriel supplémentaire
orthogonal de F' dans E.
Le projecteur de E sur F parallélement & F* est appelé projecteur orthogonal sur F.

Pour tout endomorphisme f de E et toute valeur propre A de f, on note E¢(}) le sous-espace
propre de f associé a la valeur propre A.
Partie I : Inverse généralisé d’un endomorphisme symétrique

On considéere un endomorphisme symétrique f de E, c’est-a-dire un endomorphisme f tel que :

V(z,y) € E* (f(z),y)={z, f(y))

On suppose de plus que f est non inversible et non nul.

Montrer que 0 est valeur propre de f et que f admet au-moins une valeur propre non nulle.

2.a. Solent A et y deux valeurs propres de f.

3.

5.

Montrer, pour tout vecteur z de E¢(\) et pour tout vecteur y de Es(u) :
Mz, y)=u(z,y)

b. En déduire que les sous-espaces propres de f sont deux & deux orthogonaux.

Montrer que les sous-espaces vectoriels Im f et Ker f sont supplémentaires orthogonaux dans F.

On suppose que f admet exactement k + 1 valeurs propres deux a deux distinctes Ag, Ay, -+, Ak
avec k21, Ag=0 et O0<|A]< - <Xl

Pour tout entier naturel j inférieur ou égal a k, on note p; le projecteur orthogonal sur E¢(}; )

Soit z un vecteur de F.

a. Montrer qu’il existe un unique (k 4 1)-uplet (zo, z1,...,2k) de Ef(0) X Ep(A1) x -+ X Ef(Ax)
tel quez =29 + 21 + -+ + z£.

b. Pour tout entier naturel j inférieur ou égal & k, montrer : p;(z) = z;.
Ainsi, la relation suivante est clairement vérifiée :
| idg =po+p1+ -+ pk.
a. Etablir, pour tout couple (7, 5) d’entiers naturels inférieurs ou égaux a k :
i#j= piop;=0.
b. Montrer : f=Api+XAapo 4+ Ap pi.
c. Montrer que le projecteur orthogonal p sur Im f vérifie :

p=pi+p2+-+pk.
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6

1 1 1
On note f* Uendomorphisme de E défini par f* = )\—p1 + ‘/\—pz NI )\_pk .
1 2 k
On dit que f¥ est I'inverse généralisé de f.
.a. Montrer : foft=np.

b. Endéduire:  Y(z,y) € E?, (f(z)=ply) &=z~ fi(y) € Kerf ).
Soit y un vecteur de E.
a. Montrer: Y& B, (||f(z)-yl= Inf |£(2) = yll <= 2 — fi(y) € Ker f ).
b. En déduire que f*(y) est le vecteur = de E de plus petite norme vérifiant :
1F2) ~ il = Int 1£() ~ .
Partie IT': Application 4 un exemple

Dans cette question, E est un espace euclidien de dimension 4 et B = (e, €2, €3, €4) est une base
orthonormale de E. On note :

3 0 -1 0
0 1 0 -1
A= -1 0 3 O
0 -1 0 1

Soit f ’endomorphisme de E associé a la matrice A relativement & la base B.

Justifier que f est un endomorphisme symétrique non nul et non inversible.

2. Montrer que f admet exactement trois valeurs propres distinctes g, A1, A2 avec Ag < Ay < Aq.
On note p; le projecteur orthogonal sur E¢(A;) et M; la matrice associée a p; relativement a la
base B.

On note p, le projecteur orthogonal sur E¢(Aq) et M, la matrice associée & p relativement a la
base B.
3. Montrer : A =20 +4M5.
4.a. Montrer que E;();) est de dimension 1 et déterminer un vecteur vy de Ef(Az) tel que [jva = 1.
b. Montrer : Vz € E, p(a)=(z, v2)vs.
c. Déterminer la matrice Ms.
5. En déduire la matrice associée & f* relativement & la base B.
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Code sujet
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PROBLEME

On confond polyndéme et application polynomiale de R dans R.

On note E ’ensemble des applications u : R — R continues sur R et telles que l'intégrale

+o0
/ (u(at:))2 e~ dz converge.

—00

On note F' le R-espace vectoriel des applications polynomiales de IR dans IR.

On note, pour tout n € N, F,, le R-espace vectoriel des applications polynomiales de IR dans R de
degré inférieur ou égal a n.

Préliminaire : Valeur de 'intégrale de Gauss

En considérant une variable aléatoire suivant une loi normale, justifier :

+00
VmeR, / e~ @™ 4y = /7.

EM LYON est affiliée & la Chambre de Commerce et de I'Industrie de Lyon.



Partie I : Un produit scalaire sur E

. 1
1. Etablir, pour tout (o, 8) € [0;+00[*: aB < 5(0: + 3.
+oo ,
2. En déduire que, pour tout (u,v) € E?, Vintégrale / u(z) v(z)e™ dx converge.
+0o0
On note (. |.) Papplication de E? dans R qui, & tout (u,v) € E?, associe — / v(z)e™ ? dz.

1
On notera la présence du facteur —.
Nz

3. a. Démontrer que F est un R-espace vectoriel.

b. Montrer que 'application (.|.) est un produit scalaire sur E.
4. Démontrer: F CFE.

On note encore (.| .) la restriction & F ou & F,, pour n € N, du produit scalaire (. |.) sur E. On admet
que cette restriction est encore un produit scalaire sur F ou sur F,.

On note ||.|| la norme sur F associée au produit scalaire (.|.), définie, pour tout u € E, par :

lull = v/ (u]w).

Partie II : Polynémes d’Hermite

On note w Papplication de R dans R, de classe C*, définie pour tout « € R par w(z) = =",
Pour tout n € N, on note H, I'application de R dans R définie pour tout z € R par
H,(z) = (—1)"w™(z), ot w™ désigne la dérivée n-itme de w.

En particulier : Hy(z) = 1.

1. Calculer, pour tout z € R, Hi(z), Ha(z), Hs(z).
Faire figurer les calculs sur la copie.

2. a. Montrer, pour tout n € Net tout z € R :
Hyi(x) = 2zcH,(x) — H) ().
b. En déduire que, pour tout n € N, H, est un polynéme de degré n .

¢. Contrdler alors les résultats obtenus en I1.1 et calculer Hy.
Faire figurer les calculs sur la copie.

3. Déterminer, pour tout n € N, le coefficient du terme de plus haut degré de H,..

4. Montrer, pour tout n € Net tout x € R: H,(—z) = (=1)"H,(z).
Qu’en déduit-on, en terme de parité, pour I'application H,, 7
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Partie III : Lien entre le produit scalaire et les polynémes d’Hermite

1. a. Montrer, pour tout n € N* et tout P € F':
(P*|Hp1) = (P| Hn),
ol (.|.) est le produit scalaire sur F' défini en 1.4.

A cet effet, on pourra commencer par effectuer une intégration par parties sur un intervalle
fermé borné..
b. En déduire, pour tout n € N* et tout P € F,,_; : (P|H,)=0.

c. En déduire que, pour tout n € N, la famille (Hy,. .., H,) est orthogonale dans F.
2. Etablir que, pour tout n € N, la famille (Hy, ..., H,) est une base de Fy,.

3. Soitn e N.
a. Montrer : ||H,||? = (H}L") | Ho), ot ||.|| est définie en 1.4.
b. En déduire la valeur de ||H,||.

Partie IV : Un endomorphisme symétrique

On note f, g, h les applications définies de F' dans F, pour tout P e F, par:
f(P)=-P"+2XP'+P, g(P)=2XP~-P', hP)=P.
Ainsi, par exemple, pour tout P € F et tout z € R : (9(P))(z) = 2zP(z) — P'(x).

1. Montrer que f est un endomorphisme de F.
On admet que g et h sont aussi des endomorphismes de F', et on note Idr 'application identique de F.
2. a. Etablir : goh=f-Idr e hog=f+Idp.

b. En déduire : fog—gof=2g.

3. Montrer que, pour tout A € R et tout P € F, si f(P) = AP, alors f(g(P)) = (A +2)g(P).
4. a. Calculer f(Hp).
b. Calculer, pour tout k € N, g(Hy), et en déduire, pour tout k € N: f(Hy) = (2k + 1)H,.

5. Etablir, pour tout (P, Q) € F2 :
(P'1Q" = (f(P) Q) - (P|Q).
A cet effet, on pourra commencer par effectuer une intégration par parties sur un intervalle fermé
borné.

6. Soit n € N.
a. Montrer : VPeF, f(P)eF,.
On note f,, I'endomorphisme de F,, défini par :
VPeF, fu(P)=f(P).
b. Montrer que f, est un endomorphisme symétrique de F,.

c. Donner une base orthonormale de F;, constituée de vecteurs propres de f,.
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Partie V : Intervention d’exponentielles

ar

On note, pour tout a € R, ¢, 'application de R dans R définie, pour tout z € R, par : ¢,(z) = e

1. Vérifier, pour touta € R : @, € F.

2
2. Montrer, pour tout (a,b) € R? : (¢q | ws) = e(%b)

3. Déterminer la nature de la série Z levamll 2.
n21

4. Montrer que la série Z | /=]l converge et calculer sa somme.

nz20

Partie VI : Une limite de probabilité conditionnelle

Soit la fonction @ définie sur |0; +o0[ par :

400
Vz €]0;+00], @(:c)=/ e P dt.

1. Montrer que ® est de classe C* sur |0 ;00| et déterminer sa dérivée 9’

2. Soient G et K les fonctions définies sur |0; +oo| par :

Vzel0;+oo, G(z)= (i— - —éi—g)

e e
5 et K(z)= v

a. Déterminer les limites des fonctions ®, G et K en +o00.
b. Déterminer les sens de variation des fonctions G — ® et ¢ — K.

c. En déduire : Vz€l0;+o00], G(z) < ®(z) < K(2).
—o?
d. Montrer : d(x) °

~ .
z—-too 27

1
3. Soit X une variable aléatoire normale d’espérance égale & 0 et d’écart-type égal & —-

V2

a. Pour tout réel x strictement positif, exprimer la probabilité P(X < z) & I'aide de la fonction &.

b. Soit ¢ un réel strictement positif.
Pour tout réel z, on considére la probabilité conditionnelle P(xsz (X < z +¢).
Montrer : lim Pixso)(X <2z+c¢)=1

400
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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

lIs ne doivent faire usage d’aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule l'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur
sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

Partie I : Somme de variables aléatoires suivant la loi exponentielle de parameétre 1

1. Rappeler une densité, I’espérance et la variance d’une variable aléatoire suivant la loi exponentielle
de parametre égal a 1. '

On considere une suite de variables aléatoires réelles (X})gen- mutuellement indépendantes, qui suivent

la loi exponentielle de parametre égal a 1.

n
Pour tout n € N*, on note S, la variable aléatoire définie par S, = ZXk.
k=1

2. a. Pour tout n € N*, donner I'espérance et la variance de la variable aléatoire S,,.

b. Pour tout n € N* rappeler une densité de S,,.

3. Soit une variable aléatoire U suivant la loi uniforme sur l'intervalle [0;1]. Montrer que la variable
aléatoire Y = —In(1 — U) suit une loi exponentielle dont on déterminera le parameétre.

4. Ecrire un programme PASCAL, utilisant le générateur aléatoire PASCAL, simulant la variable
aléatoire S,, I'entier n étant entré par 'utilisateur.

5. Pour tout t €]0; +o0[, on note V; la variable aléatoire égale a 0 si I'’événement (S; > t) est réalisé,
et, sinon, au plus grand entier n € N* tel que I’événement (S, < t) est réalisé.
Ainsi, pour tout t €]0;4o00[, pour tout n € N* I'événement (N, = n) est égal a ’événement
(S, )N (Spy1 > ). .
Ecrire un programme PASCAL, utilisant le générateur aléatoire PASCAL, simulant la variable
aléatoire Ny, le réel t étant entré par 'utilisateur.

EMLYON Business School est affiliée a la Chambre de Commerce et d'Industrie de Lyon.
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Partie I : Polynomes de Laguerre

On considere, pour tout n € N, les applications

e "
fn:R'——)R’ b n! 3

L,:R—R, z+— fV(x),

ott £ désigne la dérivée n-ieme de f,.

6.

7.

10.

11.

12.

13.

Calculer, pour tout z € R, Lg(z), Li(z), Lo(x).

Montrer :

n _1\k
VneN, Vo €R, Ly(z) = ) (”) z*.

En déduire que, pour tout n € N, L, est une fonction polynomiale dont on précisera le degré et le
coefficient du terme de plus haut degré.

Montrer :

VneN, Vz eR, fhu(z) = fulz) = fori1(z).

En déduire :

VvneN, Ve eR, L, (z)=L,(z)— L,(z).

Montrer :
neN, Vo €R, fua(e) =~ i @),
En déduire :
VneN, Vz eR, (n+1)Lpyi(z) =zL (z) + (n+1—z)L,(x).
Etablir :

VvneN, VzeR, zL!(z)— (z— 1)L (z) +nL,(z) =0.
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Partie III : Produit scalaire, orthogonalité, endomorphisme

On note E le R-espace vectoriel des applications polynomiales de R dans R.

Soit N € N fixé. On note Ey le sous-espace vectoriel de F formé des applications polynomiales de R
dans R de degré inférieur ou égal & N.

+00
14. Montrer que, pour tout A € E, l'intégrale / A(z)e ®dz converge.
0

On considére 'application

<.,.>:ExE—R, (PQ)r— <P,Q>=/+OOP(x)Q(x)e—””d:c.

15. Montrer que < ., . > est un produit scalaire sur F.

On considére, pour tout P € E, Papplication T(P) : R — R définie par :

Ve e R, T(P)z)=zP"(z)— (z—1)P'(z).

16. Vérifier que T est un endomorphisme du R-espace vectoriel E.

17. Montrer que, pour tout P € E, application de R dans R : z — T(P)(z)e™* est la dérivée de
Papplication de R dans R : z —— zP/(z) e,

18. En déduire, pour tout (P,Q) € Ex E :

<TP),Q>= -—/OJrooxP’(a:)Q'(a:)e—mdz.

19. Etablir: V(P,Q)€ExXE, <T(P),Q>=<P,T(Q)>.

20. En utilisant le résultat de la question 13, calculer, pour tout n € N, T'(L,).
21. En déduire que la famille (L, ..., Ly) est orthogonale.

22. Montrer :

VP € Ey, T(P) € En.

On note Ty 'endomorphisme induit par T sur Ey, c¢’est-a-dire Pendomorphisme Ty de Ex défini par :

VP € Ey, TN(P) = T(P)

23. Montrer que (Ly, ..., Ly) est une base de Ely.
24. Donner la matrice de Ty dans la base (L, ..., Ly) de Ex.

25. Est-ce que Ty est diagonalisable 7 Est-ce que Ty est bijectif 7
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Partie IV : Nature d’une série de maximums

On considére, pour tout n € N*, 'application

N A—T

r e

gn i [0;400] — R, z+— -

26. Montrer que, pour tout n € N*, g, admet un maximum, noté M, et calculer M,,.

On note, pour tout n € N*: p, =/nM, et a,=1np,r1 — lnpy,.

27. Former le développement limité de a, a 'ordre 2 lorsque 'entier n tend vers 'infini.

28. En déduire la nature de la série Z Q.

nzl
29. Etablir que la suite (ln)n>1 converge et que sa limite est strictement positive.

30. Quelle est la nature de la série Z M, ?

nzl

Partie V : Etude d’extremum local pour une fonction de deux variables réelles

On considere les applications

f:10;400] — R, z+——ze™”,

F:]0;+00* — R, (z,y) — f(z)+ f(y) - flz +).
31. Montrer que F est de classe C? sur l'ouvert )0 ; +oo[? et exprimer, pour tout (z,y) €]0;+00[?, les
oF F
dérivées partielles premiéres %(z, y) et %—y(m, y) en fonction-de f'(z), f'(y) et f'(z+y).

32. Etablir que, pour tout a €]0;4o00[, Iéquation f'(z) = f'(a), d’inconnue z €]0;+oo[, admet au
plus une solution distincte de a.

33. En déduire que, pour tout (z,y) €]0;+00[?, (z,y) est un point critique de F si et seulement si :

T=y et f'(z) = f'(2z).

34. Montrer que F' admet un point critique et un seul, noté (a, a), et montrer que 1 < a < 2.
35. Montrer : f”(a) <0 et f”(2a)>0.

36. Montrer que F' admet un extremum local, et un seul. Déterminer la nature de cet extremum.
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Les candidats sont invités & encadrer dans ia mesure du possibls les résultats de leurs calouls,

Ils ne doivent faire usage d'asucun document : lufilisation de foute calculatrice el de fout matériel
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PROBLEME 1

Dans tout le probléme, n est un entier tel que n > 2.
Omn confond polynéme de R[X] et fonction polynomiale sur R ou sur [0;+o00] ou sur |0; +ool.

On note R,,_;{X] le sous-espace vectoriel de R[X] formé des polynomes de degré inférieur ou égal a n—1.
Partie I : Interpolation polynomiale
Soient a4, ..., g, des réels deux a deux distincts. On note
@Ry 1[X] — R", P+ @(P)=(Pla1),..., Pla,)).
1. Montrer que w est un isomorphisme.
2. En déduire que, pour tout (b, ..., b,) € R?, il existe P € R,,_1[X] unique tel que :

Vied{l,..,n}, Pla) =05

3. EBremple :
Déterminer le polynome Py de R3[X] tel que :

PQ(O) - 1, P{)(l) = 37 PQ(2> = 11, 4 jg(S) = ?}j_

EMLYON Business School est affiliée 3 la Chambre de Commerce et d'Industrie de Lvon.



Partie I1 : Polynémes spéciaux

On considere Uensemble F des polynémes P de R[X] tels que :

vz €]0;+00f, (P(z)>0 et P'(z)>0).
1. Donner un exemple d’élément de E.

2. Montrer que F est stable par multiplication par un réel strictement positif, par addition et par
multiplication, ¢’est-a-dire que, pour tout o €]0;-+oo] et tous P, € E, on a :

oPcE, P+QeE, PQeE.

Est-ce que E est un sous-espace vectoriel de R[X] 7

3. Soit Pe E. Onnote P:R— R, 2+ /P{f) dt.
Montrer : P, € E. 0

4. Soit P ¢ E. Montrer : Vz € [0;+00], Plz) = P(0).
Pour tout P € E, on note P : [0; 4+00] — [P(0);+00], 2+ P(z) = P(z).

5. Montrer que application P est bijective.

6. Si, de plus, P est de degré au moins 2, est-ce que 'application réciproque P! de P est une
application polynomiale 7

Partie Il : Matrices symétriques positives

On note S Vensemble des matrices symétriques A de M,,(R) telles que :
VU € M, (R), "UAU > 0.

Soit A une matrice symétrique de M, (R).
1. La matrice A est-elle diagonalisable dans M,(R) 7 Justifier.

2. a. Montrer que si A est dans S, alors toutes les valeurs propres de A sont dans [0;4o0].

b. Réciproquement, montrer que si toutes les valeurs propres de A sont dans [0; +oo], alors A est
dans S,

Partie IV : Matrice symétrique positive solution d’une équation polynomiale spéciale

Soit P € E de degré n — 1 (I'ensemble £ a été défini dans la partie IT), et soit A € S admettant n
valeurs propres deux & deux distinctes, notées Ay, ..., A,, appartenant toutes & [P(0); +ool.
On note D la matrice diagonale de M,,{R) dont les termes diagonaux sont successivement Aq, ..., Ay,
et () une matrice inversible de M,(R) telle que 4 = QDQ™ 1.
On se propose de résoudre Péquation F(S) = A, d'inconnue S € 87,
1. On suppose que Péquation P(S) = A a une solution dans S;.

Soit S appartenant 3 S telle que P(S) = A. On note A = @~15Q.

a. Montrer que SA = AS et en déduire que AD = DA,

b. Démontrer que A est diagonale ef que les éléments diagonaux de A sont tous positifs ou nuls.
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2. Etablir que I'équation P(S) = A, d’inconnue S € S, admet une solution et une seule, et que celle-
ciest QAQ ™, ot A est une matrice diagonale que I'on exprimera & Uaide de P~ (), ..., P72(\,),
o P a été définie dans la partie IL

3. Ezemple :

2 -1 0 0

m o - a1 2 00
Onprendici n=4, P=X"+X+let A= o 0 21 10
0 0 10 21

a. Vérifier P € F.
b. Déterminer les valeurs propres de A et montrer : A € S7.
c. Déterminer une matrice diagonale D et une matrice orthogonale @ telles que A = QDQ™!.

d. Résoudre 'équation P(S) = A, d'inconnue 5 € S}




