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Dans la suite K est le corps des réels ou des complexes. n est le plus souvent un élément de N.

’ » Si vous trouvez quelques ” coquilles” dans ces feuilles merci de me les signaler (jean-francois.cossutta@wanadoo.fr). ‘

\El Mentionne des résultats particulierement utiles dans la pratique des séries, souvent oubliés...

% Mentionne des erreurs a ne pas faire ou des hypothéses importantes ou des mises en garde.

Mentionne des résultats qu’il serait bon de savoir démontrer.

m Notions ou résultats qui ne semblent pas toujours tres importants mais qui figurent explicitement dans le pro-
gramme donc qui sont exigibles.

Notons ques les formules sur le degré (et la valuation) supposent des conventions. En particulier :
Pour tout n dans N: —oo < n < +o00.
Pour tout n dans N:n + (—o00) = (—00) + n = —o0.
Pour tout n dans N:n + (+00) = (+00) + n = +o0.
(—00) + (—00) = (—00).
(+00) + (+00) = (4+00).

I GENERALITES

» 1. Définition

Déf. 1 | On appelle polyndéme & une indéterminée a coefficients dans K, toute suite (a,)n>0 d’éléments de
K, nulle a partir d’un certain rang.

On note K[X] 'ensemble des polynémes & une indéterminée & coefficients dans K.

Déf. 2 | 1. Le polynéme nul de K[X] est la suite nulle de A(N,K) ou K.
2. Soit P = (an)n>0 un élément de K[X].
e Les éléments de la suite (an)n>0 sont les coefficients de P.
e P est un polynéme constant si Vn € N*, a,, = 0.

e P est un mondéme si au plus un élément de la suite (ay,)n>0 est non nul.

» 2. Degré d’un polynome

Déf. 3 | Soit P = (an)n>0 un élément non nul de K[X].

Le degré de P est le plus grand élément de 1’ensemble {n € N|a,, # 0} ; nous le noterons deg P ou d°(P).

Par convention le degré du polynéme nul est —oo.
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II OPERATIONS SUR LES POLYNOMES

» 1. Combinaison linéaire de polynémes

Th. 1 et déf. 4| Soient P = (an)n>0 €t @ = (by)n>0 deux éléments de K[X] et A un élément de K.

1. (an +bn)n>o est un élément de K[X]. Ce polynéme est noté P + @ et appelé somme de P
et de Q.

2. AP = (Aap)n>0 est un élément de K[X]. Ce polynéme est noté A P et appelé produit de P

par le scalaire A.

Th. 2 | P et @ sont deux éléments de K[X]. A est un élément non nul de K.

1. | deg(P + Q) < Max (deg P, deg Q) avec égalité si deg P # deg Q.

2. | deg(\P) = deg P|.

Th. 3| 1. (K[X],+,) est un K-espace vectoriel.

2. Pour tout n dans N, 'ensemble K,,[X] des polynémes de K[X] de degré inférieur ou égal & n est un

sous-espace vectoriel de K[X].

» 2. Produit de polynomes

Th. 4 et déf. 5| Soient P = (an)n>0 et @ = (by)n>0 deux éléments de K[X].

( E ay bn_k) N est un polynome de K[X] appelé produit de P par @ et noté P x @ ou PQ.
n=0
k=0

Th. 5| P et @ sont deux éléments de K[X]. ‘ deg(PQ) = deg P + deg @ ‘ .

Th. 6 | Soient P, Q, et R des éléments de K[X]. Soit A un élément de K.
((PQR=PQR)| [ PQ=QP| |P(Q+R)=PQ+PRet (Q+R)P=QP+RP

[MPQ) = (AP)Q = P(\Q) |

(K[X], +, X, ) est une K-algébre commutative.

Th. 7 |Si P et @ sont deux éléments de K[X] :‘ PQ = Ogx] = P = Ogpx) ou Q = Ogx] |

(]K[X], +, X, ) est une K-algebre intégre.

» 3. La base canonique de K, [X]

Puissance n®™° d’un polynéme Soit P un élément de K[X].

(P™)s est la suite définie par la récurrence suivante: P* =1 et Vn € N, P"*1 = P x P,

Prop. 1 | On note X le polyndéme défini par la suite d’éléments de K indexée par N dont tous les termes sont nuls
sauf le terme d’indice 1 qui vaut 1.

Pour tout p dans N, X? est le polynome défini par la suite d’éléments de K indexée par N dont tous les

termes sont nuls sauf le terme d’indice p qui vaut 1.
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Prop. 2 ’ Pour tout élément 7 de N, (1, X, X2,..., X") est une famille libre de K[X]. ‘

Th. 8

e Pour tout n dans N, pour tout P dans K, [X], il existe un unique élement (ag,ay, ..., a,) de K" tel

n
que P = Z ap X*.
k=0

e Pour tout n dans N, (1, X, X2,---, X") est une base de K, [X] (on parle de base canonique de K, [X]).

e Par conséquent, pour tout n dans N :’ dimK,[X]=n+1 ‘ .

égale a n.

P est de degré n si et seulement si a,, # 0.

n
P= Z ar X* est un élément de K[X]. Rien n’indique que P est de degré n. P est de degré inférieur ou
k=0

Prop. 3| Soit P = Zaka un élément de K[X]. | P = Ogx] <= Vk € [0,n], ar = 0.

p q
Prop. 4 | Soit P = Zaka un élément de K[X] de degré p et Q = Z b X* un élément de K[X] de degré q.

Th. 9 et déf. 6 | Soit P un élément non nul de K[X].

Prop. 5

k=0

k=0 k=0

’ P =@ si et seulement si:p = q et Vk € [0,p], ar = b. ‘

1. Il existe un unique élément n de N et un unique élément (ag, ai, ..., a,) de K**! tel que:

n

a, #0 et P = Zaka.
k=0

2. n est le degré de P, a, X™ son terme de plus haut degré ou son terme dominant, et
an le coefficient du terme de plus haut degré ou son coefficient dominant.

p q
Soit P = "apX* et Q = b, X" deux éléments de K[X].
k=0 k=0

p+q Min(p,k)

PQ = (kz:aka) (gjobkx’f) -y ( aibk,i>X’“.

k=0 i=Max(0,k—q)

» 4. Familles libres de K[X]. Bases de K,[X]

Th. 10

@ 1. Toute famille (Py, P, ..., P;) d’éléments de K[X] de degrés deux & deux distincts

est libre.

2. Toute famille (P, Pa, ..., P;) d’éléments de K[X] telle que deg P, < deg P> < ... < deg P,
est libre. On parle de famille de polynémes de degrés échelonnés.
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Th. 11

n est dans N.

1. Si (Po, P1,- -+, Pp) est une famille de cardinal n + 1 constituée d’ éléments non nuls de K,,[X] de degré
deux & deux distincts alors (Py, Py, -, P,) est une base de K, [X].

Si (Py, P1,- -+, Py) est une famille d’éléments de K[X] telle que pour tout k dans [0,n] : deg P, = k, alors
(Po, Py, -+, Pp) est une base de K, [X].

Prop. 6

n est dans N. Pour tout a dans K, (1, (X —a), (X —a)?,...,(X — a)™) est une base de K, [X].

‘ Attention le résultat qui suit n’a rien & voir avec les précdédants. ‘

Prop. 7

n est dans N*. a et b sont deux éléments distincts de K.

((X —a)" (X —a)" Y (X = b), (X —a)"2(X —b)%,..., (X —a)(X —b)" !, (X — b)”) est une base de

K, [X].

» 5. Composée de deux polyndémes

Déf. 7

Soit P =) ax X* et Q deux éléments de K[X].
k=0

ks
On appelle polynéme composé de P et @ le polynome, noté P o @ ou P(Q), égal a Z ap QF.
k=0

Prop. 8

Prop. 9

Soient P et @ deux éléments non nuls de K[X]. ‘ deg(P o Q) = deg P deg Q. ‘

P, @Q et R sont des éléments de K[X]. A est un réel.

1. AP+Q)oR=APoR+QoR 2 (PQ)oR=(PoR)(QoR) 3. (PoQ)oR=Po(QoR).

% Soit P un élément de K[X]. Ona X o P = Po X = P. Ceci peut justifier que ’on note P(X) le polynéme P. ‘

| III DIVISION EUCLIDIENNE |

» 1. Multiples et diviseurs

Déf. 8

Soient A et B deux éléments de K[X].

On dit que B divise A (on écrit souvent B|A) ou que A est multiple de B s’il existe un élément Q de
K[X] tel que A = @QB.

Prop. 10| A et B sont deux éléments non nuls de K[X].

1. Si B divise A:deg B < deg A.

2. @ Si B divise A et si deg B = deg A : il existe un élément non nul A de K tel que A = A B.

» 2. Le théoréme de la division euclidienne

Th. 12 et déf. 9| Soient A et B deux éléments de K[X]. On suppose B non nul.

Il existe un couple unique (@, R) d’éléments de K[X] tel que:

‘A:QB—i—R et degR<degB.‘

Faire la division euclidienne de A par B c’est trouver les deux éléments Q et R de K[X] tels
que: A=QB+ R et deg R < deg B; Q est le quotient de cette division et R en est le reste.
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@ Il est fondamental de se convaincre qu’il suffit d’avoir A = QB + R et deg R < deg B pour que @ soit le
quotient dans la division de A par B et R le reste.

En particulier si deg A < deg B: Q = Og[x) et R = A.

Prop. 11| Si A est un élément de K[X] et si « est un élément de K, P(«a) est le reste dans la division euclidienne
de P par X — a.

IV FONCTION POLYNOME

n
Déf. 10 | On appelle fonction polynéme sur K associée a un élément P = Z apX* de K[X], application Pde K
k=0
N P:K~K
dans K qui a tout z dans K fait correspondre : Z apz®. " X
P T — Z apT
k=0

Th. 13 | 1. Soient P et @ deux éléments de K[X] et A un élément de K.
)‘ﬁQ:/\ﬁ+@' ]?@:ﬁé PTQ:ﬁoé- ﬁz@siet seulement si P = Q.

2. L’application ¢ qui a tout P de K[X] associe P est un morphisme injectif de algébre (KX, +, %, )
dans algebre (A(K, K), +, x, )

% Compte tenu de 'injectivité de ¢ nous nous autoriserons a identifier P et P. Nous confondrons polynoéme et

fonction polynome.

Ceci n’autorise cependant pas a confondre P et P(x) ou & écrire “posons X = 3”...

Néanmoins il est conseillé d’utiliser le plus possible la notion de polynome.

V DERIVEE D’UN POLYNOME

» 1. Dérivation

n n

Déf. 11 |Si P = Z ar X" est un élément non constant de K[X], le polynome Z kapX*~1 est le polynéme dérivé
k=0 k=1

de P et se note P’.

Si P est un élément constant de K[X] le polynéme dérivé de P est le polynéme nul ; on le note encore P’.

Prop. 12| Pour tout P dans K[X] on pose D(P) = P’. D est un endomorphisme surjectif de K[X] de noyau Ko[X].

Déf. 12 | Pour tout P dans K[X] et tout k& dans N, on note P*) le polynéme D¥(P) et on I’appelle polynéme dérivé
keme de P.

PL_ P2 PG ge notent encore P, P”, P'".




Prop. 13

Prop. 14
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Soit P = Z ar, X* un élément de K[X].
k=0

e Pour tout i dans [0,n], P% = Zk’(k —D)(k—=2)-(k—i+1)ap XF
k=i
o P(") =g, nl.

e Pour tout i dans [n + 1,400[, PV = Og[x.

Soient P et @ deux éléments de K[X], et A un élément de K.
L (AP+Q) =AP' +Q et (PQ) = P'Q+ PQ".

2. (P") = rP'P"! pour tout r dans N*.

3. (PoQ) =Q' (P oQ).

4. VreN, (PQ)™ = Z (;) PR Qr=k) — Z (;) Pr=R Q) (est la formule de Leibniz.

k=0 k=0

» 2. Formule de Taylor pour les polynomes

Th. 14 @ n est dans N et a dans K. Soit P un élément de | K,[X] |

P = Z P(k) —a)",

Ce résultat est précieux en algebre linéaire. Il indique que la famille des coordonnées d’un élément P de K,,[X]
dans la base (1, (X —a),(X —a)?,---,(X —a)") est: (P(a), PD(a),

Il donne aussi le quotient et le reste dans la division de P par (X — a)?.

P®@(a) P (a)
2 T )

VI RACINE D’UN POLYNOME

» 1. Racine ou zéro d’un polynoéme

Déf. 13

Soit P un élément de K[X] et o un élément de K. o est une racine ou un zéro de P si P(a) = Og ou
P(a) = OK.

% Soit P un élément R[X]. P est encore un élément de C[X]. Il est donc indispensable, lorsque 'on parle des
racines de P, de préciser s’il s’agit des racines dans R ou dans C. Notons que ’ensemble des racines de P dans R
est contenu dans ’ensemble des racines de P dans C.

Th. 15 | Soit P un élément de K[X] et o un élément de K. Les assertions suivantes sont équivalentes.

« est une racine de P.

i)

i) ( ) = 0g ou P(a) = Og.
i) X
)

1

— «a divise P. IE

ii’) 1l existe un élément @ de K[X] tel que P = (X — o)Q.

ii




Prop. 15
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\E’ P est un élément de K[X] et aq, a, ..., aq sont g éléments de K deux & deux distincts.
q
(X —a)(X —ag)-- —ay) H — oy,) divise P si et seulement si aq, ag, ..., g sont des racines
k=1
de P.

Th. 16

1. Le nombre de racines d’un polynome non nul, est inférieur ou égal a son degré.
1’. Un polynoéme de degré n dans N admet au plus n racines distinctes.

2. @ Un polynéme de K, [X] ayant au moins n+1 racines deux & deux distinctes dans K est le polynéme

nul.

@ Pou

n + 1 racines deux a deux distinctes.

r montrer que deux éléments P et @ de K, [X] sont égaux on pourra montrer que P — ) admet au moins

» 2. Ordre de multiplicité d’une racine d’un polynoéme

Déf. 14

Soit P un élément non nul de K[X] et a une racine de P.

L’ordre de multiplicité de a dans P est le plus grand élément k de N* tel que (X — )* divise P.

Déf. 15

Soit P un élément non nul de K[X] et o une racine de P d’ordre de multiplicité k.
On dit alors que « est une racine de P d’ordre k.

Si k=1, o est une racine simple de P. Si k > 1, « est une racine multiple de P.

Nous nous autoriserons parfois a parler de racine d’ordre 0 lorsqu’un élément de K n’est pas racine d’un polynoéme.

Th. 17

P est un élément non nul de K[X]. « appartient & K et k & N*. Les assertions suivantes sont équivalentes.
i) « est une racine de P d’ordre k.

ii) (X — a)* divise P et (X — a)**! ne divise pas P.

Il existe un élément @ de K[X] tel que: P = (X — a)*Q et Q(a) # 0

iv) P(a)=P'(a) =P (a) =--- = P*D(a) =0 et P¥)(a) #0.

iii

i)
i)
i)
)

Prop. 16 | Soit « une racine multiple d’ordre k£ d’un polynéme non nul P de K[X].

1. o est une racine d’ordre k — 1 de P’.

2. Pour tout i dans [0,k — 1], a est une racine d’ordre k — i de P().

Prop. 17| Soit P un élément non nul de K[X], a1, aa, ..., &, sont des zéros deux deux distincts de P d’ordres de

multiplicité respectifs ki, ko, ..., kq.
q

(X —a)"(X —ag)k2 - (X — )k = H(X — ;)¥ divise P. Plus précisément il existe un polynéme
i=1

@ de K[X] qui ne s’annule pas en a1, o, ..., aq et tel que: P = H(X —o)kQ.
i=1

Th. 18 ]

Un polyndéme de degré n de K[X] admet au plus n racines comptées avec leurs ordres de multiplicité.

Th. 19

Si P est un élément de K,,[X] possedant au moins n + 1 racines comptées avec leurs ordres de multiplicité

alors P est le polynéme nul.
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» 3. Application : nullité d’un polynéme ou égalité de deux polyndémes

Pour montrer qu’un polynéme de K[X] est nul il suffit de lui donner une infinité de racines.
Pour montrer qu’un polynéme de K,,[X] est nul il suffit de lui donner au moins n+ 1 racines deux & deux distinctes.

Pour montrer qu'un polynéme de K, [X] est nul il suffit de lui donner au moins n + 1 racines comptées avec leur

ordre de multiplicité.

Pour montrer que deux polyndmes sont égaux on peut montrer que leur différence est le polynéme nul en utilisant

I'une des conditions ci-dessus.

VII FACTORISATION DES ELEMENTS DE C[X] et R[X]

» 1. Théoréme de D’ ALEMBERT

Th. 20 ’ Tout polynéme non constant de C[X]| admet au moins une racine dans C. ‘

» 2. Factorisation dans C[X]

Th. 21 ’ Tout polynéme non constant de C[X] est scindé, c’est & dire est produit de polynémes de degré un.

Th. 22

Th. 23

Soit P est un polynéme non constant de C[X]. Si A1, Aa,..., A, sont les racines de P et my, ma, ..., m,
leurs ordres de multiplicité, il existe un élément A de C (et méme de C*) tel que:

P = )\(X—)\l)ml(X—)\Q)m2 ...(X_Ar)mr — )\ﬁ (X_)\k)mk
k=1

Soit P est un polynéme de C[X] de ’ degré n non nul. ‘

P est le produit de n polynomes de degré un. ‘Ainsi il existe des éléments A\, a1, ag, ..., a,, de C tels que:

P=XX—-a)(X —0g) (X —an) = A[] (X — w).
k=1

Dans ce dernier résultat les oy, as, ..., a, ne sont pas nécessairement distincts.

» 3. Factorisation dans R[X]

Prop. 18| Soit P un élément non nul de R[X]. Soit o un élément de C et soit k un élément de N*.

Th. 24

1. Si « est une racine de P d’ordre k, & est une racine de P d’ordre k.
k

2. Si «v est une racine non réelle de P d’ordre k, P est divisible par (X2 — 2 Re(a) X + |a|?)

Tout polynéme non constant de R[X] est produit de polynéme de degré un et de polynémes de degré deux

sans zéro dans R.
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Th. 25 | Soit P un polynéme non constant de R[X].

1. Si P n’a que des racines dans R, P = A H (X = Ap)™ avec A € R*, r € N*, (mq,...,m,) € (N*)" et

A1, .oy Ap réels deux a deux distincts.

2. Si Pn’apas deracine dans R, P = A H (X2 4+ B X +’Yk-)m;“ avec A € R*, s € N* (m],...,m}) € (N*)5,
k=1

(B1y---,08s) €ER®, (y1,...,7s) € R et Vk € [1, 5], 5274% <0.

3. Si P a des racines dans R et dans C— R, | P = )\H (X =N) H X2+6jX+'yj)m§' avec :

i=1

A€ R*, (r,s) € (N*)2, (my,...,m,) € (N*)", (m],...,m.) € (N*), A, ..., A, réels deux a deux distincts,
(ﬁlw-'aﬁs) ERS7 (71;---/%9) € R’ et \V/j S [[175]]7 6]2 _47_]’ < 0.

» 4. Pratique de la factorisation d’un polynéme de R[X]

E P est un polynéme non constant de R[X].
Rappelons que si « est une racine de P d’ordre k, & est une racine de P d’ordre k, et que
(X —a)(X —a) = X2 -2 Re(a) X + |l

Ainsi pour factoriser P dans R[X] il suffit de le factoriser dans C[X] et de regrouper les facteurs correspondant &

deux racines non réelles conjuguées.

On obtient alors P comme produit de polynomes de degré 1 et de polynémes de degré 2 sans racine dans R.

VIII COMPLEMENTS

» 1. Racines et coefficients

Th. 26 | Soit P = Y a3 X" un polynome de C[X] de degré n dans N*. Soient x1, zo, ..., T, les racines de P
k=0
comptées avec leurs ordres de multiplicité. Ainsi P = a, (X — 21)(X — x2) -+ - (X — zp).

Pour tout k& dans [1,n] on pose: oy = E Ty Tiy - T, (o) est la somme des produits k & k
1< <2< <ip <N
des racines).

(—1)F =t

Pour tout k dans [1,n] :| o =
an

. . ap—1
En particulier | o1 =21 + 22+ + 2, = — et|op =x120 -1y, = (—1)" —
(275 Qn,

@ Pour retrouver oy, il suffit d’écrire P = a, X" +a, 1 X" 14+ - +a1 X +ao = a, (X —21) (X —22) -+ - (X —2,)
et de calculer le coefficient de X"~ % dans les deux expressions.
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» 2. Polynémes d’interpolation de Lagrange

Prop. 19

g, T1,...,Ln sont n + 1 éléments de K deux a deux distincts.
1 n
On pose, pour tout ¢ dans [0,n]: L; = —— H(X — ).
H(xi — )

>
s o

=0
0 sik#i
1 sik=i

L; est I'unique élément de K, [X] qui vaut 0 en zq, ..., i_1, Tit1, .-, T €t 1 en x;.

1. Soit ¢ un élément de [0,n]. Vk € [0,n], L;(z) = {

2. (Lo, Ly, -+, Ly,) est une base de K,,[X].

Les coordonnées d'un élément P de K, [X] dans cette base sont : (P(zo), P(21),- - -, P(zy)).

3. Si (Y0,Y1,---,¥Yn) est un élément quelconque de K**1 il existe un unique élément Q de K,,[X] tel que
n

Vie[0,n], Qi) =vi; Q= yk L.
k=0

» 3. Polynémes pairs (resp. impairs)

Déf. 16 ]

P est un élément de K[X]. P est pair si P(X) = P(—X). P est impair si P(X) = —P(—X). ‘

Prop. 20

Prop. 21

Prop. 22

Soit P = 3 aiX* un élément de K[X].
k=0

P est pair si et seulement si: Vk € [0,Ent ((n —1)/2)], azr+1 = 0.

P est impair si et seulement si: Vk € [0, Ent (n/2)], asx = 0.

P est un élément de K[X].
P est pair si et seulement si il existe un élément Q de K[X] tel que: P(X) = Q(X?).

P est impair si et seulement si il existe un élément @Q de K[X] tel que: P(X) = XQ(X?).

P est un élément pair ou impair de K[X] et o une racine non nulle de P.

—a est encore une racine de P et X2 — o2 divise P.

» 4. Valuation

Déf. 17

Soit P = (an)n>0 un élément non nul de K[X].
La valuation de P est le plus petit élément de I’ensemble {n € N|a,, # 0} ; nous le noterons val(P).

Par convention la valuation du polynéme nul est +oo.

Prop. 23

P et @Q sont deux éléments de K[X]. X est un élément non nul de K.
1. val(P4+Q) > Min (val(P), val(Q)) avec égalité si val(P) # val(Q)
2. val(A P) = val(P).

3. val(PQ) = val(P) + val(Q)

» 5. Polynoémes irréductibles

Déf. 18

Un polynéme P de K[X] est irréductible s’il n’est pas constant et si ’ensemble de ses diviseurs est constitué
des polynomes de degré 0 et des polyndmes AP avec A dans K*.

Th. 27 | Les polynémes irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré 1.




Th. 28

Th. 29
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Les polynoémes irréductibles de R[X] sont les polynémes de degré un et les polynémes de degré deux sans
zéro dans R.

Tout élément non constant de C[X] (resp. R[X]) est produit de polynémes irréductibles de C[X] (resp.
RX]).

6. Polyndémes de Tchebychev

Prop. 24 ‘ Pour tout n dans N, il existe un unique élément T;, de R[X] tel que V8 € R, T, (cos ) = cos(n ).

@ Pour Dexistence écrire :

cos(nf) = Re (cosf + i sinh)" = Re (Z (Z) (cos §)" " (i sin 0)’“) =

Ent(%)

(22) (cos0)"~ (=1)* (sin0)"...

k=0 k=0

Prop. 25 | e Pour tout n, T}, est de degré n, de coefficient dominant 2" et a la parité de n.

e VVn € N, Tn_;,_g = 2XTn+1 _Tn
™

e Sin est dans N*, T, admet n racines simples qui sont yg, Y1, .-, Yn—1 OU Y = COS (2
n

k dans [0,n — 1].

i
+ kf) pour tout
n

7. Factorisations classiques

Prop. 26 | Pour tout réel §:| X2 —2cosf X +1 = (X — ) (X — ™).

Prop. 27 | Sin appartient 4 N*, | X" — 1= [ (X - ek*) .

n—1
k
Prop. 28 || Vn € [2,+oo, X" —1= (X - 1)(X + 1) [| (X2 — 2cos (%) + 1).
k=1

i 2km
Ve N*, X2+l 1 — (X —1 X2 -2 ( ) 1).
n € N*, ( )kI;[l cos 11 +

8. ”Dérivée logarithmique”

Prop. 29 | r est dans N*. A\, x1, xo, ..., z, sont des éléments de K. On suppose A non nul.

SP—)\lrl (X— )alOS EK—{ a } 7/< ) = E 1
1 Tk T VI 01, L2y« v« . =
P k T1,T2, s Sy it z Tk

9. Polyndéme normalisé ou unitaire

Déf. 19

On dit qu'un polynéme est unitaire ou normalisé si le coefficient de son terme de plus haut degré vaut
1.

Prop. 30 ‘ Toute droite vectorielle de K[X] contient un polynéme normalisé, ou unitaire, et un seul.

10. Algorithme d’Horner

Soit P =

3 ap X est un élément de R[X].

k=0
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Pour évaluer P(«) avec a dans R, c’est & dire pour calculer : ag + aja+ - - - + a,a™ la méthode la plus usuelle nécessite

3

n additions et 2n — 1 multiplications (n — 1 pour calculer o, a?,...,a™ et n pour faire le produit de ses valeurs par les

coefficients). C’est beaucoup. On peut faire mieux.

La méthode d’Horner s’appuie sur la factorisation suivante :

Pla) = <(~--((ana+an1)a+an2)a+-~-+a2>a+a1>a+ao.

On calcule alors a,a et on ajoute a,_1 ; on multiplie le tout par a et on ajoute a,,_o et ainsi de suite. Le dernier pas

donne la valeur de P en «.

Th. 30 | Soit P = Y ax X est un élément de R[X].
k=0

On considere la suite (bg, b1, ..., b,) définie par 'une des deux récurrences suivantes :

bn = ap b, = an
ou
Vk € [[1,71]], bn—k =bp—kr1 a0+ an—g Vi € [[O,n — 1]], b =bir1a0+a;

1. La valeur de P en « est alors bg.

2. P= (X —Oz)(an”_l +bn,1Xn_2 + - -—|—b2X—|—b1) +bg donc @ = an'n—l —l—bn,an_z 4+ 4+ b X + by
est le quotient dans la division de P par X — a.

n
Le calcule de P(«) = Z ay, o nécessite alors n additions et n multiplications.
k=0

Remarque En itérant le processus sur @ on obtient P’(«).

En poursuivant encore nous aurons P”(a)/2, P (a)/3!, ... On peut donc obtenir la valeur des dérivées de P en

a et Pécriture de P sur la base ((X — a)")n>o0-

Voici un extrait de programme Turbo Pascal (!!!) contenant une fonction qui utilise 'algorithme d’Hérner.

Const DegMax=25;
Type Poly=array[0..DegMax] of real;

1

2

3

4 Funcion Horner(n:integer;x:real;P:Poly) :real;
5

6

Var i:integer;b:real;
7
8 begin
9 b:=P[n];
10 for i:=n-1downto 0 do b:=b*x+P[i];
11 Horner:=b;
12 End;
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[ IX SAVOIR FAIRE |

e Travailler dans espace vectoriel K[X] (resp. K, [X]).

e Etudier un endomorphisme de K[X] (resp. K,[X]).

e Faire le produit de deux polynomes.

e Trouver le degré et le terme de plus haut degré d’un polynéme non nul.
e Trouver le coefficient de X* dans une ”expression polynémiale”.

e Faire la division euclidienne d’un polynéme par un autre.

e Trouver les racines d’un polynome (?7!).

e Trouver 'ordre de multiplicité d’une racine d’un polynome.

e Se servir de 'ordre de multiplicité d’une racine d’un polynome.

e Se servir de I'unicité proposée par le théoreme de la division euclidienne.
e Factoriser un polynéme de C[X] ou de R[X].

e Etudier une suite de polynémes définie par récurrence.

e Utiliser les relations entre coefficients et racines.




