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[EXERCICE o2 W I N1 ‘ Valeurs propres et des sous-espaces propres de ?A.

» A savoir faite par ceeur.
A est une matrice de M,,(K). Montrer que Sp(*A) = Sp(A).
Comparer les dimensions des sous-espaces propres de ‘A et de A.

Montrer que *A est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.
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J.E.C.

1 EXERCICE 40 ‘ \ N1 ‘ Polynéme d’une matrice diagonalisable

A et B sont deux éléments de M, (K). P est une matrice inversible de M, (K). Q est un élément de K[X].

Montrer que si B = P7YAP alors Q(B) =

PTrQ(A)P.

Application. Montrer que si A est diagonalisable Q(A) est diagonalisable et Sp Q(A) = Q(Sp 4).

A Ce dernier résultat vaut aussi pour un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n sur K.

¢ Il existe un élement n de N et un élément (ag, ay, ...,

Alors Q(B Z ai B* =

Alors Q(B Z ay P71AYP = P~ (Z aj, AF

k=

e Suppons la matrice A diagonalisable.

0

Z a (P~YAP)*. Une récurrence simple donne Vk € N, (P7*AP)

k=0

k=0

) P =P Q4P

Q(B)

=P QAP

inversible S de M,,(K) telle que D = S AS.

D’aprés ce qui précede Q(D) =

“1Q(A)S. Ainsi Q(A) est semblable & Q(D)

D étant diagonale il en est de méme pour DF et ceci pour tout élément k de N.

n

T
any1) de K™ tel que Q = Z ap X*.

k=0

A est alors semblable & une matrice diagonale D.

k:P—lAkP

Il existe une matrice

Alors Q(D) = E aj, D* est alors une matrice diagonale comme combinaison linéaire de matrices diagonales.

k=

0

Q(A) étant semblable & une matrice diagonale, ainsi:

Posons D = Diag (d1,ds, ...,

Ainsi Sp A = {dx
De plus Q(D)
Alors SpQ(4

Finalement Sp Q(A

yda, ..
= Diag (Q(dl)aQ(dZ)"'

{Q (d1),

{Q

[Q(A) est diagonalisable. l

dy). Alors SpD =

{d1,ds, ...
,dy,} car A et D sont semblables.
,Q(dn)). Donc SpQ(D) = {Q(d1),
do) ..., Q(dn)} car Q(4)

; A€ SpA}, donc:

sdn}

et Q(D) sont semblables.

SpQ(4) =

Q(SpA).

ds) ...











































