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JF.C. p. 2

,E ={S € K[X] | S(4) = 0pr,(x)} est Uensemble des multiples de T.—l

F ={S(4); S € K[X]} contient 7' = {S(A); S € Kp_1[X]}.

Réciproquement soit S(A) un élément de F (S est dans K[X]).

La division euclidienne de S par T" conduit & S = QT + R avec @ dans K[X], R dans K[X] et deg R < degT = p.
Ainsi R € K,_1[X]. De plus S(A) = Q(A)T(A) + R(A) = R(A) car T(A) = Opr, (x)-

Alors S{A) = R(A) avec R dans K,_{[X] donc S(A) est un élément de F'.

p—1
Finalement F = F'. F = {S(A4); S € Kp—1[X]} = {Z ar A% (ag, a1, ..., ap—1) € Kp} = Vect(I,, A, A%, ..., AP7).
k=0

) F ={S(4); S € K[X]} est le sous-espace vectoriel de M,,(K) engendré par (I, A4, A%,..., AP71). }

b) (In, A, A2,..., AP71) est une famille génératrice de F de cardinal p. Pour montrer que F est de dimension p il suffit
de prouver que cette famille est libre. o

p—1 p—-1
Soit (ag,01,...,0p-1) un élément de K2 tel que Z ap AF = O, k) Posons U = Z ap X*.
. k=0 k=0

U(A) = 0, ) donc 1" divise U. Or U est de degré au plus p — 1 et T' est de degré p donc U est nul.
Alors ses coefficients sont nuls. Par conséquent ag =a; =--- = ap—1 = 0.

Ceci achéve de prouver que (I, A, A%, ..., AP~1) est une famille libre. C’est donc une base de F.

‘ F={S(A4); S € K[X]} est un sous-espace vectoriel de M, (K) de dimension p.J




J.F.C.

TEXERCICE 1F l N2 | Endomorphisme cyclique again.

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n (n € [3, 4oo[).

Un endomorphisme f de E est cyclique s'il existe un vecteur zo de E tel que (fo, f(20),--., "7 {(xo)) soit une base
de E.

Q1. Soit f un endomorphisme cyclique de f et zo un élément de E tel que B = (zo, f(z0),-- ., f* " (z0)) soit une base
de E.

(ag,01,...,0n-1) est la famille des coordonnées de f™(zq) dans B.

Q1. a) Ecrire la matrice de f dans B.
b) Montrer que ce type de matrice caractérise les endomorphismes cycliques.
Q2. a) Montrer que (Idg, f, f2,..., f* 1) est une famille libre de L(E).

En déduire que tout polynéme annulateur non nul de f a un degré supérieur ou égal a n.

n—1
b) Montrer que V& € [0,n — 1], f™(f*(z0)) = Z a; f*(f*(z0)).
=0
n—1 )
En déduire que P = X" — Z a; X' est un polynéme annulateur non nul de f.
i=0

Q3. a) Soit A une racine de P et @ le quotient de P par X — A.

Montrer que si A n'est pas valeur propre de f, Q(f) = Oz(g) et en déduire une contradiction. Conclusion ?

b) Montrer que les valeurs propres de f sont les racines de P. Que dire de f si P admet n racines distinctes ?
c¢) On suppose que f est diagonalisable et on note a1, as, ..., @, ses valeur propres distinctes.

P
Montrer que S = H(X — ay,) est un polynéme annulateur non nul de f et en déduire que p = n.
. k=1

d) Conclure cette question.
Q4. g est un endomorphisme diagonalisable de E ayant n valeurs propres distinctes Ay, ..., An.

Pour tout ¢ dans [1,n], e; est un vecteur propre de g associé & la valeur propre o;. On pose zg =e1 + ez + ...+ ex.

n—1

On considére n éléments g, Y1, .., Yn—1 de K tels que: Z Yk 9% (o) = Op.
k=0
n n—1
Montrer que Z <Z Vi /\f> e; = 0g. En déduire que v =71 = --- =y, = 0... et que g est cyclique.
i=1 \k=0

Théme abordé dans LYON MI 2001 Pb 1, LYON 2006 Pb 2, oral ESCP 1998 2-26, 2000 2-10, 2003 2.20, 2010 2.12,
2012 2.10.
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Exercice 21 N2 Ovales de Cassini .

n2[2+1[. A=(&;)estunebmentde M ,(C).
X
Pour tout ieement de [1;n], on pose r; = jag j.

j=1
isi

Pour tout (i;j )ebment de |[1;n]|2 onposeCj =fz2Cjjz a&jjz aj6riro.

[
Montrer que SpA Cj .

(ij )2[1:n12
i6j

Oxll

. X2 .
Soit  une valeur propre deA et X = % . § un vecteur propre assoce.
Xn

Soit © unekments de [1;n] tel que jx:j = l\éleé( iXkj-
n

Soit *%unekments de [1;n] tel que jx-oj = Max jxij.

k6
X X
La *™€ ligne de legalie AX = X donne ax Xk = X . Alors ( a:-)x = ak Xg. Ainsi:
k=
. .. - . . X1 X1 . - X1 . .. -
jooarjixj=ijC  ay)xj= ak Xk 6 JawxXkj= jawixu.
k=1 k=1 k=1
k6" k6" k6"

Or 8k 2 [1;n] f “g; jXkj 6 jxwoj etjaxj> 0. Donc8k 2 [L;n] f "g; jawk]jjXk] 6 jaxjjx-o. Alors:

. .. . X1 . .. . X1 . .. . . . X.I . . . . . .. . . .
J ajjxj6 jaxjixkj 6 JakJ)Xo) = |X-o] jakj = jxojr-. Doncj a; jjxj6 jxojr-.
ke ke ke
X X
La “®™ ligne de legalie AX = X donne  awox Xk = X vo. Alors ( @o:0) X0 = aoy Xk. Ainsi:
k=1 k=1
ke 0
. .. . . . X1 X1 . . X-] . .. .
Joooaoojxof = j( @)X = aok Xk 6 jaok Xij = jaox ] Xl
Koo Kot Koo

Or 8k 2 [1;n]; jxkj 6 jxj etjaoxj> 0. Donc8k 2 [1;n]; jaokjjXk] 6 jaoxjjx-j. Alors:

X X X
] ao-0jjX-0j 6 jaokjjxkj 6 jaokjjxj = jx-j jaoxj = jx-jr-o. Doncj ao:0jjX-0f 6 jX:jreo.
oo oo 5o

Alors 06 j a-jjxj6 jxojr-et06 j ao-:0jjX-0j 6 jX:jro.

Par produit | a:jj 00X jjX0] B X jjX-oj I Io.

Supposons qugx-j = 0. Alors 1l\élE%(njxkj =0. Donc 8k 2 [1;n]; jxkj =0 ou 8k 2 [1;n]; xx =0.
Ainsi X =0y . ,(c), Ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre deA. Donc jx-j & 0
Alors jx-j > 0 et]j a-jj o0 X jjX0] B X jjX-ojr: Io.

En divisant par jx-j il vient j a-jj ao:0jjX-0f 6 jX:oj I Io.

Premier cas:x0 6 0.



Alors jx-oj > 0 et a-jj ao0-0jjX-0f 6 jX:0j I Io.

En divisant par jx-oj il vient j a-jj ao0:0j6 r-ro. Donc 2 C-o.

Deuxeme cas X0 =0.

Alors 06 | a:jjxj6 jxojr- =0. Ainsi j a-jjxj=0. Mais jx j n'est pas nul doncj
Alors | a-jj ao0j=06 r-ro. Onaencore: 2 C-o.

Dans les deux cas 2 C.-odonc 2 G .

(i )2[1n ]2
i6j

Cecietant vrai pour toute valeur propre  de A, on peut a rmer que:

[
SpA Cij .

(i )21 12
i6]

a-j estnul.




Exercice 22 N1 | Sur les valeurs propres d'une matrice stochastique niveau 1

A savoir faire par c ur.

X
Soit A = (ax: ) une matrice deM ,(R) telle que :8(k; ") 2 [1; n]|2; ac > 0et8k 2 [1;n]; ac =1
=1

A est une matrice stochastique .

Q1. Montrer que 1 est valeur propre deA.

Oxll

X2
Q2. Soit unekment de C valeur propre deA. Soit X = % . § un vecteur propre deA assocea la valeur propre

Xn

En consicerant la K™ ligne de legalie AX = X montrer quej j6 1.

Theme aboree dans oral ESCP 2002 2.1 et 2.16, 2010 2.6, 2011 28, LYON 2010 Pbl, HEC 1993 (qui traite de la
limite de la suite des puissances d'une matrice stochastique ; aretrouve la seconde partie de ce probeme dans oral
ESCP 2010 2.9). On parle encore de matrice stochastique dans dreSCP 2004 2.20, 2007 2.5, 2011 2.8 dans ESCP
MI 1996 et elles sont tes pesentes dans les probemes de probabiét

0 11 0 Vi 1
. 1 Y2
Consicerons leement X = : de M ,.1(R) et posonsYy = . = AXy.
1 Yn
X X
8k 2 I[l; n]|; Yk = (ak;« 1) = ag: = 1. Yo = Xo.
=1 ‘=1

Par conequent X n'est pas nulle etAX g = X,. Finalement:

1 est valeur propre deA |

X1

0,1
. X2 .
Soit X = . un vecteur propre deA assocea la valeur propre et k unebment de [1;n] tel que

Xn
X
Xk = Max( jX1j;iX2);::150%n]). AX = X . En particulier ; A X = Xk
-1
. .. . . . X.] X] . . X1 . .. . X1 . .
FIX) =) X = a; X 6 Jak X0 = Ja 11X ) = a; X
_— _— - -
Or 8 2 [L;n]; jx-j 6 jxkj et a > 0. Donc8 2 [L;n]; ax: jx*j 6 ak: jXkj. Alors
. .. . X1 . . X1 . . . . X] . . . . . . . .. . . .
J Jixkj 6 a jxj 6 A JXk) = JXk] a; = JXkj 1= jXj. Ainsij jjxkj 6 jXi].
=1 =1 =1

Par conequent X =0y . ,(c) Ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre deA.



Finalement jxxj & 0. Alors j jjxxj 6 jXkj et jxxj > 0. En divisant par jxj il vient: j j6 1.

Si  est une valeur propre deA dansC,j j6 1|




Exercice 23 N2 | Sur les valeurs propres d'une matrice stochastique niveau 2

On consicere I'ensembleS desekments A = (ax ) de M ,(R) tels que:

X
8(k;’) 2 [1;n]% a > Oet8k2 [L;n]; a =1:
-

Lesekments de S sont des matricesstochastiques .

Q1. Montrer que S est stable pour le produit matriciel.

Q2. a) Montrer que 1 est valeur propre deA.

Oxll

X2
b) Soit unekment de C valeur propre deA. Soit X = % ) § un vecteur propre deA assocea la valeur propre

Xn

En consicerant la K™ ligne de legalie AX = X montrer quej j6 1.

F  Dans Q3 et Q4A unekbment de S tel que:8(k;") 2 [1; n]?; . > 0.

Soit  une valeur propre deA de module 1. On se propose de montrer que = 1 et que dimSEP (A; ) =1.

Q3 et Q4 donnent deux preuves de ce esultat.

Oxll

X2
SoitX = % . § un vecteur propre deA assocea la valeur propre . k est uneement de [1;n] tel quejxyj = {\élaé( iX:].
: n

Xn
Ici encoreX 2 M p.1(C).

Au choix Q3 ou Q4 ‘:

X X N
Q3. a) Montrer que jxxj = a X . en ceduire qu'il existe un eel tel que: a o : 1 =0.
o1 N k

b) Montrer que: 8" 2 [L;n]; x: = € X, (prendre la partie eelle au niveau de legalie peedente et remarquer que
:—; e ' aune partie eelle inerieure ouegalea 1).

c) Conclure.
Q4. a) Soientr unekments de [2;+1 [ et z1, 25, ..., Z- r complexes.

Montrer que jz; + z,+  + zj = jzj+ jzpj+  + jz.j si et seulement si il existe un eel et des eels positifs ou nuls

1, 2, .. rtelsque8k2 [1Lr]; zx= «€ .
X X X
b) Montrer que jxxj = a: X 6 ja: X+j = a: jx°j 6 jXkj. Consquence ?
- - -
c) Montrer que jX1j = jX2j = = jXpj, puis quex; = X2 = = Xp.
d) Conclure.

Remarque SiA est stochastique (et donc si on ne suppose plus que les coe cientde A sont strictement positifs),
toute valeur propre de A de module 1 distincte de 1 est une racined™® de l'unie avec 16 g6 n. Voir I'exercice
suivant.



Q5. On suppose ici queA appartienta S est que I'une des puissances d&a des coe cients strictement positifs.
Montrer que le esultat peedent vaut encore.

Theme aborce dans oral ESCP 2002 2.1. et 2.16, 2011 2.18.

Soient A = (ax ) et B = (b ) deuxekments de S. PosonsC = AB = (¢ ).
N 3 ~ 2 X
8(k;5;r)2[L;n]"; ar > 0eth: > 0donc8(k;) 2 [1;n]; ¢ = ar b > 0.

X XX X X X X
De plus 8k 2 [1; n]; Cc = ar b = Ar b = (ar 1)= ag,r = 1.
=1 =1 r=1 r=1 =1 r=1 r=1

Ceci acteve de montrer queC appartienta S. AB 2 S

‘ Le produit de deuxekments de S est uneément de S. ‘

0 l1 0 Vi 1
. 1 Y2
a) Consicerons lekment X = : de M ,.1(R) et posonsYy = : = AXy.
1 Yn
X X
8k 2 [L;n]; yk = (a 1= a =1 Yo= Xo.
=1 ‘=1

Par conequent X n'est pas nulle etAX g = X,. Finalement:

1 est valeur propre deA.

0 X1 1
X
b) Soit X = % .2§ un vecteur propre deA assocea la valeur propre et k unebment de [1;n] tel que
Xn
X
Xkl = Max( jX1j;JX2); 255 0%n]). AX = X . La"K™ ligne de cetteegalie" donne: ac X = X .
-
. .. . . . X1 X1 . . X1 . .. . X1 . .
J Xk =) Xk = a; X 6 Ja; X ) = Jag; J1X) = A 1X0).
- - - o

Or 8 2 [1;n]; jx'j 6 jxkj etax > 0. Donc 8 2 [1;n]; ax: jX°j 6 ax jxkj. Alors

. .. - X] - - X1 . . . - X1 . . . . . . . .. . - -

] 1J%k] 6 ag Jx] 6 A JXk) = JXk] & = JXk] 1= xk]. Ainsi | JjXk] 6 [Xi].
T=1 t=1 =1

Par consquent X =0y . ,(c) C€ qui contredit le fait que X est un vecteur propre deA.

Finalement jxxj 6 0. Alors j jjxxj 6 jXkj et jxxj > 0. En divisant par jxxj il vient: j j 6 1.

Si  est une valeur propre deA dansC,j j6 1. ‘

P
AX = X donne en particulier x y = ac- X-. Rappelons que8™ 2 [1;n]; jx'j 6 jxkj et ax- > 0.



. . . - - .. - . . X] X1 . - X1 . - - . X1 - -
Commej j=1, jXkj = jiXk] =] X k] = ag x> 6 Jag X ) = & JX°] 6 JXk] A = JXk]-
‘=1 t=1 T=1 =1
X X

. o X~
Ce qui donne jxxj = ag x- . Alors ay: X = 1 car x¢ n'est pas nul (xx=0 donne X = Oy, ,(c) car
=1 =1

IXkj = {\gagnjxw)-

X X- X X- A
Le complexe  a. — adonc pour module 1.9 2 R; ar — =€ .
o1 Xk - Xk
x N x x N
a —e' =1= & . Parconsquent: a. —e' 1 =0.
. Xk . . Xk
=1 =1 =1
. . x X ;
En prenant la partie eelle on obtient: a.: <e - e' 1 =0 (les coe cients de A sont eels).
k

=1
, X
' . Alors ac (- 1)=0.

N . X
Pour tout ~ dans [ n], notonst- la partie eelle de ~ e
_—

k

p
Rappelons que la partie eelle d'un complexe est inérieure ouegalea son module & 6 jxj 6 X2+ y2...).

8 2 [1;n]; :—‘e b= J];(—JJ 6 1. Par conequent8 2 [1;n]; t- 6 1eta > 0. Donc8 2 [L;n]; a (t- 1)6 0.
k k
X
Comme a: (tk 1)=0:8 2[Ln]; a (&t 1)=0. Ainsi 8 2 [1;n]; t+ 1=0 car les coe cients de A sont
-
strictement positifs. Par conequent 8" 2 [1;n]; t- = 1.

. . X , .
Fixons ™ dans [, n]. - e ' estun nombre complexe de module au plus 1 dont la partie eell¢: vaut 1. Necessairement
k

ce complexe vaut 1.

8" 2 [L:n]; )):%e ' =1. Alors 8" 2 [L;n]; x- = € xi (en faisantk = 1 on obtient € =1...).
k

Doncx; = xp = = Xp. Alors X appartienta SEP ( A; 1) etdonc =1. I\gieui< nous avons monte que toutd/ecleur
1 1

1 1
propre assocea la valeur propre donca la valeur propre 1 est colireairea %: § Ainsi SEP (A; 1) = Vect %: § .
1 1

0 11
1
Si  est une valeur propre deA de module 1: =1, dimSEP (A; )=1et SEP (A; )= Vect %: § .

1

a) Montrons d'abord que la condition est su sante.
Soientr uneements de [2;+1 [ et z, z,, ..., z- r complexes.
Supposons qu'il existe un eel et des eels positifs ou nuls 1, 2, ...,  telsque8k 2 [1;r]; z« = « € et montrons
quejzy+ o+ +Zzj=jnjt izt +jzj.

X , X , X ‘ X X X
jzi+ 2+ +zZj= k€ = Kk € = k € = k 1= kK = k-

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
X X x X x X

jzdj = k€ = ju € = i 1= ji= k



Ainsi jzi + 2o+t zj = jnjt i+ + iz
Montrons par ecurrence sur r que la condition est recessaire.
? Montrons que la propree est vraie pour r = 2.
Soient z; et z, deux nombres complexes tels qugz; + 7o) = jzij + jzyj.
On peut trouver deux eels 1 et », et deux eels positifs ou nuls 1 et ,telsquez;= 1€ *etz= ,€ 2 non??
Alors 1€ '+ ;€7 =jzi+ 2)= jzij+ )= 1+ o

1€+ e 2= e+ L€ 1€ 1+ 82 = @i+ ,€ €'+ e’z

€1+ ,g02 %+ 1 el 24 o gl 1)y gz i+ gl 24 e il 2 | 4 %

1€ 1+ zeizzz 2+2 4 pco8(1 2+ 3

Deplus (1+ 2)2= 2+2 1 ,+ 3.

Alors 242 1 ,co8(1 2)+ 3= 1€ 1+ 2ei22=( 1+ 2)%= 142 4 o+ 3
Donc2 1 2c0s(1 2)=2 1 2.0u ;1 2cos(1 2)= 1 2.

Premier cas ; =0.

Alors zz=0=0 ¢ 2 1€ 2etz;= ,€ 2. Leesultats estmontecar ,2 R, 12 R et ;2 R".

Deuxeme cas , =0.
Alors zz=0=0 € 1= ,dtetzz= ;€. Leesultatsestmontecar 12 R, 12R et ,2R".
Troiseme cas 160 et ,60.
Alors ; 260. Comme ; ,cos(1 2)= 1 2onobtientendivisantpar 1 2:cos(; 2)=1.
Donc il existek dansZ telque ;1 ,=k2 . Alors 1= ,+k2 donce = ¢ 2,
Ainsiz;= 1€ tetz;= ,€ 1. Leesultatsestmontecar 12 R, 12R et ,2R".
Ceci acleve de montrer la propree pour r = 2.
? Supposons que la propret est vraie pour uneement r de [2+1 [ et montrons la pourr + 1.
Soientzy, 7o, ..., Zr+1 r+1complexestels quezy+ zo+  + 241 = jz1j+ 22+ +jz41 ). Posonss = z3+ 2+ + 2z,
Alors jzy+ 2o+ +Zi+ Zin = jSt Za 6 S|tz = jat 2ot +Zij+ [z |6zt i)+ tiztzia].
Orjz;+ z, + tZrm T it 2t + 7z, + 741 . Alors toutes les iregalies peedentes sont desegalies.
Ce qui permet décrire que jS+ Zr41j = jSj+ jzrsj etjsj+ jzis ] = jzaj+ jzoj+ + jzij+ jZre .
Doncjs+ z4j=jsj+ jzisjetjzy+ zp + + Zhj =S| = jzaj + jzo) + + jzj.

[ H ' H ' " -0
La premere egalie donne I'existence d'un eel 0 et de deux eels positifs ou nuls et ®tels ques = e’ et
i 0 . .
zh+1 = ¢  car la propree est vraie pour 2.

L'hypottese de ecurrence et la secondeegalie montrent qu'il existe un eel et des eels positifs ou nuls
1, 2, .. rtelsque8k2 [1L;r]; zx= k€ .

el '=s=z1+z,+ tz=( 1+ 2+ + )€ .

Mors =jj=jjjej=je j=j(1+ 2+ + Ddj=ja+ o+ + j@j=ja+ 2+ + ]

Finalement = ;+ ,+ + ,car 1+ ,+ + ;>0



Alors el *=s=z1+2,+ +2z =( 1+ ,+ + ,)é = el .Donc el "= ei.

Premier cas 6 0.

Alors € =€ . Doncz. = % "= %4 . Posons ;v = ©

Alors 2R,8k2[1r+1]; «2R et8k2[Lr+1]; z« = k€ . Laecurence s'acreve !

Deuxeme cas =0.

Alors 1+ >+ r =0. Comme i, 2,..,  sontdes eelspositifsounuls: ;= ,=:::= ,=0.
Donc8k 2 [Lr]; z«= € =0=0 € = né’
Ainsi °2R,8k2[Lr+1]; k2R et8k2[Lr+1]; zx= k€ °. La ecurence s'acteve non ?

0 i 0

i 0
= € . Posons ;41 = 2 Alors z,4, = %€

P
b) AX = X donne en particulier x x = ac X-. Rappelons que8™ 2 [1;n]; jx'j 6 jxkj et ax- > 0.
1

. . . - . .. . . . X] X] . . X] . . . . X] . .
Commej j=1, [Xkj =] JjXk] =] X ] = a; X 6 Jak xX°) = & %] 6 JXk] ;= Xk
=1 =1 =1 T=1
X X X
Ce qui pe@de donne alors :jxxj = ac X = jag: X+j = a X
o1 r=1 =1
c) Supposons qu'il existe unekment "o tel que jx-,j < jXkj. Alors ag, jxj < ay, jXxj carag, > 0.
X X
Ainsi e jxj < ax: JXkj = jXkj ce qui n'est pas. Par conequentxij = jXpj = = jXnj.
=1 =1
Dans la suite nous poserons = jxij = jXaj = = jXnj.
X
Rappelons que a: X 6 jak: x+j. Alors a) permet alors de dire qu'il existe un eel et des eels positifs
=1 =1
ounuls 1, 2,.. ntelsque8 2[Ln];, a x> = € .Donc8 2[Ln]; x = a—‘ei .
K

Comme 8’ 2 [1;n]; —>0,8 2 [1;n]; jx-j= — or8 2 [1;n]; jxj= . Donc 8 2 [1;n]; — =
a.ky‘ a.k" a.ky‘

Par consquent 8" 2 [1;n]; x: = a—‘ei = e' . Finalementx1 = X, = = X.

k;*
0 11 0 11
. 1 . ) 1
d) Ce qui pe@de prouve alors que SEP @; ) Vect %§ . Donc dimSEP (A; ) 6 dimVect %§ =1.

1 1
SEP (A; )etant un sous espace vectoriel de dimension au moins 1 recessairemt dim SEP (A; ) =1.

0 11 0 11 0 11
1 : . 1 1
Donc SEP (A; ) Vect %§ et dimSEP (A; ) =dimVect %§ . Alors SEP (A; )= Vect %§ .

1 1 1
0,1 0.1

1 1
1 1

OrA®. X = @ K- Parconequent =1.
1 1

0 11
1
Si  est une valeur propre deA de module 1: =1, dimSEP (A; )=1et SEP (A; )= Vect %: § .

1




Ici A appartienta S et I'une des ses puissancesa des coe cients strictement posfs.

Donc il existe s dans N tel que les coe cients de A® soient strictement positifs.

Necessairements appartient N car A° = |, et les coe cients de |, ne sont pas tous strictement positifs.
Montrons par ecurrence que 8k 2 N ; Ak 2 S.

C'est clair pour k =1 car A est unekment de S.

Supposons que pour urk dansN , AX appartiennea S. Alors A et A sont deuxebments de S. Q1 permet d'a rmer
que leur produit appartienta S. Alors A*! appartienta S. Ce qui acreve la ecurrence.

8k 2 N ; Ak 2 S donc A" est unebments de S dont tous les coe cients sont strictement positifs. Nous pouvons donc
lui appliquer le esultats de Q3 (et Q4...).

Soit  une valeur propre deA de module un. Il existe unekments non nul X de M .1(C) tel que AX = X .
Alors X 60y . ,(c) etA'X = "X. Deplusj "j=j j" =1. estdonc une valeur propre de " de module 1.
Q3 donne alors " =1 et dimSEP (A"; ")=1.

Mieux SEP (A"; ") = SEP (A';1), est la droite vectorielle engendee par leement Xy de M .1(R) dont tous les
coe cients sontegauxa 1.

SiX estdans SEP A; ), AX = X doncA'X = "X = X etainsi X appartienta SEP (A";1).

Donc SEP (A; ) SEP (A";1). Alors dimSEP (A; )6 dimSEP (A";1) = 1.

Mais dimSEP (A; ) > 1 car SEP (A; ) n'est pas eduita fOy . ,(c)0.

Alors dimSEP (A; )=1=dimSEP ( A";1)=1. Comme SEP (A; ) SEP (A";1):SEP (A; )=SEP (A';1).

Ainsi SEP (A; ) est la droite vectorielle engendee parXg. X est alors un vecteur propre deA assocea la valeur
propre . Mais commeA appartienta S c'est aussi un vecteur propre deA assocea la valeur propre 1.

Ainsi =1 etdimSEP (A;1) =1.

0 11
1
Si  est une valeur propre deA de module 1: =1, dimSEP (A; )=1et SEP (A; )= Vect %§ .
1




Exercice 24 N2* | Sur les valeurs propres d'une matrice stochastique niveau 2" . ESCP 2011 2.18.

Soit n un entier sugerieur ouegala 2. On consicere le sous-ensembleS des matrices deM , (R) forne des matrices A
\eri ant les deux proprees suivantes :

i) si A =(ac )16k 6n, aorsag > 0, pour tout (k;*) 2 [1;n]?;
0,1
1

i)sionnote U= @:A 2M ,,.4(R), alors AU = U. Formulation ESCP !!
1

Lesekments de S sont des matricesstochastiques .

Q1. a) Montrer que le produit de deuxeement de S appartienta S. Question ajoute

b) S est-il un sous espace vectoriel d# ,(R) ?

Q2. Soit A = (&) unekment de S.

a) Montrer que 1 est valeur propre deA.

b) Soit une valeur propre (eelle ou complexe) deA. Soit X 2 M ,.1(C) un vecteur propre assoce.

En consicerant une coordonree de module maximal dexX , montrer quej j6 1.

xP xP
Q3. Soit zy;:::;2p, p nombres complexes§ > 2) \eri ant: zZx = j2kj-
k=1 k=1
Montrer qu'il existe des eels positifs ou nuls 1;:::; , etun eel , tels que pour tout k de [Lp], on a:z, = e .
Question egrement modiee pour obtenir un esultat plus stan dard.
0 X1 1
Q4. Soit une valeur propre complexe deA telle quej j = 1. Soit X = @ : A un vecteur propre assoce. On pose:
Xn
Xk = Max jx-j
1Xk] ‘2[1;n]J J
a) Montrer qu'il existe r 2 [1;n] tel que X, = X .
b) En deduire gu'il existe un entier naturel non nul qtel que 9=1.
0 U 1

0
u=
Remarque SoitA = (ax- ) uneement de M ,(R). PosonsU®= % . § = AU.

u?,

P
8k 2 [1;n]; ug = a: 1= a . Ainsi:
T=1 =1

2
AU=U(8 k2[Ln]; a
-

1
=

Ce esultat est essentiel dans la suite.

a) Soient A = (ax ) et B = (b ) deuxebments de S. PosonsC = AB = (¢).

X
8(k;;r) 2 [Linl’; a > Oeth: > 0donc8(k;’) 2 [Ln] o = &g by > 0.
r=1

De plusCU = ABU = AU = U. Ceci acteve de montrer queC appartienta S.



‘ Le produit de deuxekments de S est uneement de S. ‘

b) Om ,(ryU =0m . ,(r) & U. Ainsi Oy , (ry N'appartient pasa S. Alors:

‘ S n'est pas un sous-espace vectoriel dgl , (R). ‘

a) AU

UetUBO0y, () donc:

‘ 1 est valeur propre deA et U est un vecteur propre assocé.‘

0 Xy 1
X
b) Soit une valeur propre deA dansC, X = % _2§ un vecteur propre deA assocea et k unekment de [1;n]
Xn
X
tel que jxxj = Max( jxaj;jXz2j;::1;j%n)). AX = X . La"K™ ligne de cetteegalie" donne: - X = Xk.
=1
. .. . . . X1 X1 . . X1 . .. . X1 . .
J Xk} =) Xk = a X 6 Jag X0 = Ja 11X ) = & X
- - o1 o
Or 8 2 [L;n]; jxj6 jxkj et ax: > 0. Donc8 2 [L;n]; ax jX*j 6 ak: jXkj. Alors
. .. - X] - - X1 - . . - X] . . . . . . . .. . - -
] 11Xk] 6 a x°] 6 A JXk) = JXk] & = JXkJ 1= Xk]. Ainsi | JjXk] 6 [Xi].
T=1 =1 =1

Par consquent X =0y . ,(c) C€ qui contredit le fait que X est un vecteur propre deA.

Finalement jxxj 6 0. Alors j jjxkj 6 jXkj et jxkxj > 0. En divisant par jxgj il vient: j j6 1.

‘ Si est une valeur propre deA dansC,j j6 1|

Montrons d'abord que la condition est su sante.

Soientr unekments de [2;+1 [ et z3, 25, ..., Zr r complexes.

Supposons qu'il existe un eel et des eels positifs ou nuls 1, 2, ...,  telsque8k 2 [1;r]; z« = « € et montrons
quejzi+ zo+  t zZj=jzjt i+ +jzi.
X _ X ) X ) X X X
jzm+ 22+ +Zj= ke = Kk € = k € = k 1= K = k-
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
x X ) X X x X
jzdj = k€ = j € = ik 1= j«i= k-
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Ainsi jzy + 2o+ + zij= jzij+ joj+ +jz.
Montrons par ecurrence sur r que la condition est recessaire.
? Montrons que la propree est vraie pour r = 2.
Soient z; et z, deux nombres complexes tels qugz; + zo) = jzij + jzoj.
On peut trouver deux eels 1 et », et deux eels positifs ou nuls 1 et ,telsquez; = 1€ t etz = ,€ 2 non??

Alors 1€ '+ ,€2 =ju+zj=jaj+jznj= 1+ 2



1e'1+ gelz = 1e'1+ zelz 1€ 1+ ,€e 2 = 1e'1+ gelz 1e'1+ ze'Z.
€1+ ,d 2= %4_ 1 el 24 o gl 1)y %: %4. gl 24 il 2 | 4 %

1€+ ,d2%= 242 4 ,cos(; o)+ 2
Deplus (1+ 2)2= 242 ; ,+ 3.
Mors 2+2 1 pc0s(1 o)+ 3= 1€ i+ pdz’=( 1+ )%= 242 4 o+ %
Donc2 3 ,cos(1 2)=2 1 2.0u 3 2cos(1  2)= 1 2.
Premier cas 1 =0.
Alorsz;=0=0 € 2= ;€ 2etz,= ,€ 2. Le psultatsestmontecar ,2 R, ;2R et ,2R".
Deuxeme cas , =0.
Alors z,=0=0 € 1= ,dtetzz= ;€. Leesultatsestmontecar 12 R, 12R" et ,2R".
Troiseme cas ;60 et ,60.
Alors ; 260. Comme ; ,cos(1 2)= 1 2onobtientendivisantpar 1 2:cos(1 2)=1.
Donc il existek dansZ telque ;1 ,=k2 . Alors 1= ,+k2 donce = ¢ 2,
Ainsizy= 1€ 1etz;= ,€ '. Le esultats estmontecar 2R, 12 R et ,2R".
Ceci acleve de montrer la propree pour r = 2.
? Supposons que la propret est vraie pour unekment r de [2+1 [ et montrons la pour r + 1.
Soientzy, o, ..., Zr+1 r+1complexestels quegzy+ zo+  + 2041 = jz1j+ 22+  +jz41). Posonss = z3+ 2+ + 2z,
Alors jzi+ 2+ + i+ Zin = STz 6 S|tz = jat 2o+ Zj+ )z [ 6zt o)+ + ]zt [z
Orijzi+ 2, + + Zry Tzt 2+ + 7z, + z41 . Alors toutes les iregalies pe®dentes sont desegalies.
Ce qui permet decrire que jS+ Zr41 ] = S|+ jZrwaj etjsj+ jzie ] = jzaj+ JZoj+  +jzi]+ jZre .
Doncjs+ zwj = jsj+ jzrmjetjzi+ 2o+ +znj=jsj= jaj+jzj+  +jz].

. . . - i 0
La premere egalie donne l'existence d'un eel © et de deux eels positifs ou nuls et %tels ques = e’ et
i 0 . .
Zn+1 = Y€  car la propree est vraie pour 2.

L'hypotrese de ecurrence et la secondeegalie montrent qu'il existe un eel et des eels positifs ou nuls
1, 2, ... rtelsque8k2 [1;r]; zx= € .

el '=s=z1+ 2+ +z,=( 1+ 2+ + )€

Alors =jj=jjjej=je' j=j(1+ 2+ + )€ j=ji+ 2+ + (jj€j=jai+ 2+ + ]
Finalement = 1+ >+ + ,car 1+ o+ + | est positif ou nul.

Alors el *=s=z;+2,+ +2z =( 1+ ,+ + ,)é = el .Donc el "= ei.

Premier cas 6 0.

Alorse ‘= ¢é . Doncz. = % "= % . Posons ;4 = °

Alors 2R,8k2[1r+1]; «k2R et8k2[Lr+1]; z« = € . Laecurence s'acreve !

Deuxeme cas =0.

I
I
I

o

Alors 1+ >+ r =0. Comme i, 2,.., r sontdes eels positifsounuls: ; =



0 i 0

S0 ;0
= € .Posons ;41 = % Alorsz. = % = (€ .

Ainsi °2 R, 8k2 [Lr+1]; k2R et8k2[Lr+1]; zx= k€ °. La ecurence s'acteve non ?

Donc8k 2 [1;r]; zx= € =0=0 ¢

P
a) PosonsL = f* 2 [1;n] j a 6 0g. Comme ai: =1, il estimpossible quelL soit vide.
-1

Soit r unekments de L.

Nous allons montrer que8™ 2 L; jx-j = jXxj etque 8 2 L; x- = X;, puiS hous montrerons quex,; = X .

. . . .. . . . X] X1 . . X1 . .. . X1 . . X1 . . - . . .
Xk =1 Xk =) X k) = a; X 6 Ja Xo) = Ja 11X ) = a; |x] 6 ac Xk = Xe) 1= Xk
=1 =1 =1 =1 =1
Alors les iregalie peedentes sont desegalies.
X X X X
Nous retiendrons que  ay jx'j = a jxij et e X = jak= X*j et nous allons exploiter successivement
o1 o1 - o
ces deuxegalies.
ac jX°j = ac jXgxj donne ac jx«j j xj =0.
= r=1 =1

De plus8 2 [1;n]; ax* > Oetjxyj j x:j> 0donc8 2 [L;n]; & jx«j j xj > 0.
X‘I n n

Alors a: jX¢J j x:j =0donne 8 2 [1;n]; ax jxkj ] xj =0.
=1

Comme8 2 L; ax 6§0:8 2L; jxkj j x:j=0. Ainsi 8 2 L; jxj= jXgj.

X X
Notons que I'on aegalement8™ 2 L; jx-j = jX;j. Rappelons que Qe X+ = jak x°j.
=1 -1
La question 3 permet de dire qu'il existe un eels et n eels positifs ou nuls 1, 2, ..., p tels que:
8 2[Ln]; a x = €.
Soit * uneementde L. x: = — & . Ainsi jxj= —¢€ = — €& = — =
a; I a; a; a;
Commer est dansL et quejx-j=jxjona—= —— Alorsx- = —¢& = —¢& =x,.
. ak;r ak;‘ ak;r

Ainsi 8" 2 L; x* = X;. Rappelons que si est unebement de [1;n] n'appartenant pasa L :a. =0.
X X X X X

Alors X g = - X = - X = A Xr = Xr A = Xr - =X 1=x
=1 ‘2L ‘2L 2L =1

Il existe unekment r de [1;n] tel que x; = X .

b) Montrons qu'il existe uneement gde N tel que 9=1.

Remarque Dans le principe c'est assez simple. Commeg est encore une composante d¥ de module maximal on
peut, comme pourx, trouver Xo tel que X;o = X, = 2X,. Et on recommence. CommeX un a un nombre ni de
coordonrees, on nira par retomber sur une coordonreexs tep obtenue et recessairement non nulle. Alors il existera
gdansN tel quexs = 9xs ce quidonnera 9=1. C'est ce qu'on lit "partout”. Le "on nira" me géne un peu d'al
la tentative qui suit pour faire une "vraie" cemonstration...

Raisonnons par I'absurde. Supposons donc qugq2 N ; 96 1.
Montrons par ecurrence que pour touteement qde N , il existe uneement kq de [1 n] tel que x, = 9X.

La propret est vraie pour =1 d'apes ce qui peede (il sut de poser ki =r).



Supposons que la propree est vraie pour uneeement gde N et montrons la pour g+ 1.
L'hypotrese de ecurrence montre qu'il existe uneement kq de [1 n] tel que xx, = 9.

Xkgd =7 Ixej =7 9Gjxkj = 9%k =1 ] Xkj = jxkj. Alors jxi,j = {\gagnixj-

Alors comme nous l'avons vu dans a) pouiy, on peut trouver uneement kg1 de [1n] tel que xy,,, =

_ _ _ _ a4l .

Ainsi Xy,,, = Xk, = Ixk= 9" x¢ Ce qui acteve la ecurrence.

Montrons alors que lesekments de la suite Kq)q2n Sont deuxa deux distincts.
" i 0 0 -

Supposons qu'il existe deuxebmentsq et g°de N tels queq < g” et kg = Kgo

Alors Xk, = X_o. Donc Kax, = Kaox,. Commex, n'est pas nul, *e = ke,

Alors X ke =1 et kg kg2 N . Ceci contredit I'hypottese.

qu.

Alors la suite (Kq)g2n  €st une suite indexee parN deements deuxa deux distincts de [1;n] qui est un ensemble

ni!
Ceci est donc impossible et I'hypotles8q2 N ; 9 6 1 tombe.

Donc il existe unebment gde N tel que 9=1.

Si  est une valeur popre deA de module 1, il existe uneément qde N tel que %=1.




