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Exercice 21 N2 Ovales de Cassini .

n 2 [[2; + 1 [[. A = ( aij ) est un �el�ement de M n (C).

Pour tout i �el�ement de [[1 ; n]], on pose :r i =
nX

j =1
j 6= i

jaij j.

Pour tout ( i; j ) �el�ement de [[1 ; n]]2 on pose :Cij = f z 2 C j jz  aii j j z  ajj j 6 r i r j g.

Montrer que SpA �
[

( i;j ) 2 [[1 ;n ]] 2

i 6= j

Cij .

Soit � une valeur propre deA et X =

0

B
B
@

x1

x2
...

xn

1

C
C
A un vecteur propre associ�e.

Soit ` un �el�ements de [[1; n]] tel que jx ` j = Max
16 k6 n

jxk j.

Soit `0 un �el�ements de [[1; n]] tel que jx ` 0j = Max
16 k 6 n

k 6= `

jxk j.

La ` �eme ligne de l'�egalit�e AX = � X donne
nX

k=1

a`;k xk = � x ` . Alors (�  a`;` ) x ` =
nX

k =1
k 6= `

a`;k xk . Ainsi :

j�  a`;` j j x ` j = j(�  a`;` ) x ` j =
�
�
�

nX

k =1
k 6= `

a`;k xk

�
�
� 6

nX

k =1
k 6= `

ja`;k xk j =
nX

k =1
k 6= `

ja`;k j j xk j.

Or 8k 2 [[1; n]]  f `g; jxk j 6 jx ` 0j et ja`;k j > 0. Donc 8k 2 [[1; n]]  f `g; ja`;k j j xk j 6 ja`;k j j x ` 0j. Alors :

j�  a`;` j j x ` j 6
nX

k =1
k 6= `

ja`;k j j xk j 6
nX

k =1
k 6= `

ja`;k j j x ` 0j = jx ` 0j
nX

k =1
k 6= `

ja`;k j = jx ` 0j r ` . Donc j�  a`;` j j x ` j 6 jx ` 0j r ` .

La `0�eme ligne de l'�egalit�e AX = � X donne
nX

k=1

a` 0;k xk = � x ` 0. Alors (�  a` 0;` 0) x ` 0 =
nX

k =1
k 6= ` 0

a` 0;k xk . Ainsi :

j�  a` 0;` 0j j x ` 0j = j(�  a` 0;` 0) x ` 0j =
�
�
�

nX

k =1
k 6= ` 0

a` 0;k xk

�
�
� 6

nX

k =1
k 6= ` 0

ja` 0;k xk j =
nX

k =1
k 6= ` 0

ja` 0;k j j xk j.

Or 8k 2 [[1; n]]; jxk j 6 jx ` j et ja` 0;k j > 0. Donc 8k 2 [[1; n]]; ja` 0;k j j xk j 6 ja` 0;k j j x ` j. Alors :

j�  a` 0;` 0j j x ` 0j 6
nX

k =1
k 6= ` 0

ja` 0;k j j xk j 6
nX

k =1
k 6= ` 0

ja` 0;k j j x ` j = jx ` j
nX

k =1
k 6= ` 0

ja` 0;k j = jx ` j r ` 0. Donc j�  a` 0;` 0j j x ` 0j 6 jx ` j r ` 0.

Alors 0 6 j�  a`;` j j x ` j 6 jx ` 0j r ` et 0 6 j�  a` 0;` 0j j x ` 0j 6 jx ` j r ` 0.

Par produit j�  a`;` j j �  a` 0;` 0j j x ` j j x ` 0j 6 jx ` j j x ` 0j r ` r ` 0.

Supposons quejx ` j = 0. Alors Max
16 k6 n

jxk j = 0. Donc 8k 2 [[1; n]]; jxk j = 0 ou 8k 2 [[1; n]]; xk = 0.

Ainsi X = 0 M n; 1 (C) , ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre deA. Donc jx ` j 6= 0

Alors jx ` j > 0 et j�  a`;` j j �  a` 0;` 0j j x ` j j x ` 0j 6 jx ` j j x ` 0j r ` r ` 0.

En divisant par jx ` j il vient j�  a`;` j j �  a` 0;` 0j j x ` 0j 6 jx ` 0j r ` r ` 0.

Premier cas :x ` 0 6= 0 .



Alors jx ` 0j > 0 et j�  a`;` j j �  a` 0;` 0j j x ` 0j 6 jx ` 0j r ` r ` 0.

En divisant par jx ` 0j il vient j�  a`;` j j �  a` 0;` 0j 6 r ` r ` 0. Donc � 2 C`;` 0.

Deuxi�eme cas :x ` 0 = 0 .

Alors 0 6 j�  a`;` j j x ` j 6 jx ` 0j r ` = 0. Ainsi j�  a`;` j j x ` j = 0. Mais jx ` j n'est pas nul doncj�  a`;` j est nul.

Alors j�  a`;` j j �  a` 0;` 0j = 0 6 r ` r ` 0. On a encore :� 2 C`;` 0.

Dans les deux cas� 2 C`;` 0 donc � 2
[

( i;j ) 2 [[1 ;n ]] 2

i 6= j

Cij .

Ceci �etant vrai pour toute valeur propre � de A, on peut a�rmer que :

SpA �
[

( i;j ) 2 [[1 ;n ]] 2

i 6= j

Cij .



Exercice 22 N1 Sur les valeurs propres d'une matrice stochastique niveau 1 .

�A savoir faire par c�ur.

Soit A = ( ak;` ) une matrice de M n (R) telle que :8(k; ` ) 2 [[1; n]]2; ak;` > 0 et 8k 2 [[1; n]];
nX

` =1

ak;` = 1.

A est une matricestochastique .

Q1. Montrer que 1 est valeur propre deA.

Q2. Soit � un �el�ement de C valeur propre deA. Soit X =

0

B
B
@

x1

x2
...

xn

1

C
C
A un vecteur propre deA associ�e �a la valeur propre �

et soit k est un �el�ement de [[1; n]] tel que jxk j = Max( jx1j; jx2j; : : : ; jxn j). Notons que X est un �el�ements de M n; 1(C).

En consid�erant la k�eme ligne de l'�egalit�e AX = � X montrer que j� j 6 1.

Th�eme abord�e dans oral ESCP 2002 2.1 et 2.16, 2010 2.6, 2011 2.18, LYON 2010 Pb1, HEC 1993 (qui traite de la
limite de la suite des puissances d'une matrice stochastique ; onretrouve la seconde partie de ce probl�eme dans oral
ESCP 2010 2.9). On parle encore de matrice stochastique dans oral ESCP 2004 2.20, 2007 2.5, 2011 2.8 dans ESCP
MI 1996 et elles sont tr�es pr�esentes dans les probl�emes de probabilit�e.

Q1 Consid�erons l'�el�ement X 0 =

0

B
B
@

1
1
...
1

1

C
C
A de M n; 1(R) et posonsY0 =

0

B
B
@

y1

y2
...

yn

1

C
C
A = AX 0.

8k 2 [[1; n]]; yk =
nX

` =1

(ak;` � 1) =
nX

` =1

ak;` = 1. Y0 = X 0.

Par cons�equent X 0 n'est pas nulle et AX 0 = X 0. Finalement :

1 est valeur propre deA :

Q2 Soit X =

0

B
B
@

x1

x2
...

xn

1

C
C
A un vecteur propre deA associ�e �a la valeur propre � et k un �el�ement de [[1 ; n]] tel que

jxk j = Max( jx1j; jx2j; : : : ; jxn j). AX = �X . En particulier :
nX

` =1

ak;` x ` = � x k .

j� j j xk j = j� x k j =

�
�
�
�
�

nX

` =1

ak;` x `

�
�
�
�
�

6
nX

` =1

jak;` x ` j =
nX

` =1

jak;` j j x ` j =
nX

` =1

ak;` jx ` j.

Or 8` 2 [[1; n]]; jx ` j 6 jxk j et ak;` > 0. Donc 8` 2 [[1; n]]; ak;` jx ` j 6 ak;` jxk j. Alors

j� j j xk j 6
nX

` =1

ak;` jx ` j 6
nX

` =1

ak;` jxk j = jxk j
nX

` =1

ak;` = jxk j � 1 = jxk j. Ainsi j� j j xk j 6 jxk j.

Supposons quejxk j = 0. Alors Max( jx1j; jx2j; : : : ; jxn j) = 0. Donc 8` 2 [[1; n]]; jx ` j = 0 ou 8` 2 [[1; n]]; x ` = 0.

Par cons�equent X = 0 M n; 1 (C) ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre deA.



Finalement jxk j 6= 0. Alors j� j j xk j 6 jxk j et jxk j > 0. En divisant par jxk j il vient : j� j 6 1.

Si � est une valeur propre deA dans C, j� j 6 1 :



Exercice 23 N2 Sur les valeurs propres d'une matrice stochastique niveau 2 .

On consid�ere l'ensembleS des �el�ements A = ( ak;` ) de M n (R) tels que :

8(k; ` ) 2 [[1; n]]2; ak;` > 0 et 8k 2 [[1; n]];
nX

` =1

ak;` = 1 :

Les �el�ements de S sont des matricesstochastiques .

Q1. Montrer que S est stable pour le produit matriciel.

Q2. a) Montrer que 1 est valeur propre deA.

b) Soit � un �el�ement de C valeur propre de A. Soit X =

0

B
B
@

x1

x2
...

xn

1

C
C
A un vecteur propre deA associ�e �a la valeur propre �

et soit k est un �el�ement de [[1; n]] tel que jxk j = Max( jx1j; jx2j; : : : ; jxn j). Notons que X est un �el�ements de M n; 1(C).

En consid�erant la k�eme ligne de l'�egalit�e AX = � X montrer que j� j 6 1.

F Dans Q3 et Q4A un �el�ement de S tel que :8(k; ` ) 2 [[1; n]]2; ak;` > 0.

Soit � une valeur propre deA de module 1. On se propose de montrer que� = 1 et que dim SEP (A; � ) = 1.

Q3 et Q4 donnent deux preuves de ce r�esultat.

Soit X =

0

B
B
@

x1

x2
...

xn

1

C
C
A un vecteur propre deA associ�e �a la valeur propre � . k est un �el�ement de [[1; n]] tel que jxk j = Max

16 ` 6 n
jx ` j.

Ici encore X 2 M n; 1(C).

Au choix Q3 ou Q4 :

Q3. a) Montrer que jxk j =

�
�
�
�
�

nX

` =1

ak;` x `

�
�
�
�
�
. en d�eduire qu'il existe un r�eel � tel que :

nX

` =1

ak;`

�
x `

xk
e i�  1

�
= 0.

b) Montrer que : 8` 2 [[1; n]]; x ` = ei� xk (prendre la partie r�eelle au niveau de l'�egalit�e pr�ec�edente et remarquer que
x `
x k

e i� a une partie r�eelle inf�erieure ou �egale �a 1).

c) Conclure.

Q4. a) Soient r un �el�ements de [[2; + 1 [[ et z1, z2, ..., zr r complexes.

Montrer que jz1 + z2 + � � � + zr j = jz1j + jz2j + � � � + jzr j si et seulement si il existe un r�eel� et des r�eels positifs ou nuls

� 1, � 2, ..., � r tels que 8k 2 [[1; r ]]; zk = � k ei� .

b) Montrer que jxk j =

�
�
�
�
�

nX

` =1

ak;` x `

�
�
�
�
�

6
nX

` =1

jak;` x ` j =
nX

` =1

ak;` jx ` j 6 jxk j. Cons�equence ?

c) Montrer que jx1j = jx2j = � � � = jxn j, puis que x1 = x2 = � � � = xn .

d) Conclure.

Remarque SiA est stochastique (et donc si on ne suppose plus que les coe�cientsde A sont strictement positifs),
toute valeur propre de A de module 1 distincte de 1 est une racineq�eme de l'unit�e avec 1 6 q 6 n. Voir l'exercice
suivant.



Q5. On suppose ici queA appartient �a S est que l'une des puissances deA �a des coe�cients strictement positifs.

Montrer que le r�esultat pr�ec�edent vaut encore.

Th�eme abord�e dans oral ESCP 2002 2.1. et 2.16, 2011 2.18.

Q1 Soient A = ( ak;` ) et B = ( bk;` ) deux �el�ements de S. PosonsC = AB = ( ck;` ).

8(k; `; r ) 2 [[1; n]]3; ak;r > 0 et br;` > 0 donc 8(k; ` ) 2 [[1; n]]2; ck;` =
nX

r =1

ak;r br;` > 0.

De plus 8k 2 [[1; n]];
nX

` =1

ck;` =
nX

` =1

nX

r =1

ak;r br;` =
nX

r =1

 

ak;r

nX

` =1

br;`

!

=
nX

r =1

(ak;r � 1) =
nX

r =1

ak;r = 1.

Ceci ach�eve de montrer queC appartient �a S. AB 2 S

Le produit de deux �el�ements de S est un �el�ement de S.

Q2 a) Consid�erons l'�el�ement X 0 =

0

B
B
@

1
1
...
1

1

C
C
A de M n; 1(R) et posonsY0 =

0

B
B
@

y1

y2
...

yn

1

C
C
A = AX 0.

8k 2 [[1; n]]; yk =
nX

` =1

(ak;` � 1) =
nX

` =1

ak;` = 1. Y0 = X 0.

Par cons�equent X 0 n'est pas nulle et AX 0 = X 0. Finalement :

1 est valeur propre deA.

b) Soit X =

0

B
B
@

x1

x2
...

xn

1

C
C
A un vecteur propre deA associ�e �a la valeur propre � et k un �el�ement de [[1 ; n]] tel que

jxk j = Max( jx1j; jx2j; : : : ; jxn j). AX = �X . La " k�eme ligne de cette �egalit�e" donne :
nX

` =1

ak;` x ` = � x k .

j� j j xk j = j� x k j =

�
�
�
�
�

nX

` =1

ak;` x `

�
�
�
�
�

6
nX

` =1

jak;` x ` j =
nX

` =1

jak;` j j x ` j =
nX

` =1

ak;` jx ` j.

Or 8` 2 [[1; n]]; jx ` j 6 jxk j et ak;` > 0. Donc 8` 2 [[1; n]]; ak;` jx ` j 6 ak;` jxk j. Alors

j� j j xk j 6
nX

` =1

ak;` jx ` j 6
nX

` =1

ak;` jxk j = jxk j
nX

` =1

ak;` = jxk j � 1 = jxk j. Ainsi j� j j xk j 6 jxk j.

Supposons quejxk j = 0. Alors Max( jx1j; jx2j; : : : ; jxn j) = 0. Donc 8` 2 [[1; n]]; jx ` j = 0 ou 8` 2 [[1; n]]; x ` = 0.

Par cons�equent X = 0 M n; 1 (C) ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre deA.

Finalement jxk j 6= 0. Alors j� j j xk j 6 jxk j et jxk j > 0. En divisant par jxk j il vient : j� j 6 1.

Si � est une valeur propre deA dans C, j� j 6 1.

Q3 AX = � X donne en particulier � x k =
nP

` =1
ak;` x ` . Rappelons que8` 2 [[1; n]]; jx ` j 6 jxk j et ak;` > 0.



Comme j� j = 1, jxk j = j� j j xk j = j� x k j =

�
�
�
�
�

nX

` =1

ak;` x `

�
�
�
�
�

6
nX

` =1

jak;` x ` j =
nX

` =1

ak;` jx ` j 6 jxk j
nX

` =1

ak;` = jxk j.

Ce qui donne :jxk j =

�
�
�
�
�

nX

` =1

ak;` x `

�
�
�
�
�
. Alors

�
�
�
�
�

nX

` =1

ak;`
x `

xk

�
�
�
�
�

= 1 car xk n'est pas nul (xk =0 donne X = 0 M n; 1 (C) car

jxk j = Max
16 ` 6 n

jx ` j).

Le complexe
nX

` =1

ak;`
x `

xk
a donc pour module 1.9� 2 R;

nX

` =1

ak;`
x `

xk
= ei� .

nX

` =1

ak;`
x `

xk
e i� = 1 =

nX

` =1

ak;` . Par cons�equent :
nX

` =1

ak;`

�
x `

xk
e i�  1

�
= 0.

En prenant la partie r�eelle on obtient :
nX

` =1

ak;`

�
<e

� x `

xk
e i�

�
 1

�
= 0 (les coe�cients de A sont r�eels).

Pour tout ` dans [[1; n]], notons t ` la partie r�eelle de
x `

xk
e i� . Alors

nX

` =1

ak;` (t `  1) = 0.

Rappelons que la partie r�eelle d'un complexe est inf�erieure ou �egale �a son module (x 6 jxj 6
p

x2 + y2...).

8` 2 [[1; n]];

�
�
�
�
x `

xk
e i�

�
�
�
� =

jx ` j
jxk j

6 1. Par cons�equent 8` 2 [[1; n]]; t ` 6 1 et ak;` > 0. Donc 8` 2 [[1; n]]; ak;` (t `  1) 6 0.

Comme
nX

` =1

ak;` (tk  1) = 0 : 8` 2 [[1; n]]; ak;` (t `  1) = 0. Ainsi 8` 2 [[1; n]]; t `  1 = 0 car les coe�cients de A sont

strictement positifs. Par cons�equent 8` 2 [[1; n]]; t ` = 1.

Fixons ` dans [[1; n]].
x `

xk
e i� est un nombre complexe de module au plus 1 dont la partie r�eellet ` vaut 1. N�ecessairement

ce complexe vaut 1.

8` 2 [[1; n]];
x `

xk
e i� = 1. Alors 8` 2 [[1; n]]; x ` = ei� xk (en faisant k = 1 on obtient ei� = 1...).

Donc x1 = x2 = � � � = xn . Alors X appartient �a SEP ( A; 1) et donc � = 1. Mieux nous avons montr�e que tout vecteur

propre associ�e �a la valeur propre � donc �a la valeur propre 1 est colin�eaire �a

0

B
B
@

1
1
...
1

1

C
C
A . Ainsi SEP (A; 1) = Vect

�

0

B
B
@

1
1
...
1

1

C
C
A

�
.

Si � est une valeur propre deA de module 1 :� = 1, dim SEP ( A; � ) = 1 et SEP ( A; � ) = Vect
�

0

B
B
@

1
1
...
1

1

C
C
A

�
.

Q4 a) � Montrons d'abord que la condition est su�sante.

Soient r un �el�ements de [[2; + 1 [[ et z1, z2, ..., zr r complexes.

Supposons qu'il existe un r�eel� et des r�eels positifs ou nuls� 1, � 2, ..., � r tels que8k 2 [[1; r ]]; zk = � k ei� et montrons
que jz1 + z2 + � � � + zr j = jz1j + jz2j + � � � + jzr j.

jz1 + z2 + � � � + zr j =

�
�
�
�
�

rX

k=1

� k ei�

�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�

� rX

k=1

� k

�
ei�

�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�

rX

k=1

� k

�
�
�
�
�

�
�ei�

�
� =

�
�
�
�
�

rX

k=1

� k

�
�
�
�
�
� 1 =

�
�
�
�
�

rX

k=1

� k

�
�
�
�
�

=
rX

k=1

� k .

rX

k=1

jzk j =
rX

k=1

�
� � k ei�

�
� =

rX

k=1

j� k j
�
�ei�

�
� =

rX

k=1

j� k j � 1 =
rX

k=1

j� k j =
rX

k=1

� k .



Ainsi jz1 + z2 + � � � + zr j = jz1j + jz2j + � � � + jzr j.

� Montrons par r�ecurrence sur r que la condition est n�ecessaire.

? Montrons que la propri�et�e est vraie pour r = 2.

Soient z1 et z2 deux nombres complexes tels quejz1 + z2j = jz1j + jz2j.

On peut trouver deux r�eels � 1 et � 2, et deux r�eels positifs ou nuls � 1 et � 2 tels que z1 = � 1 ei� 1 et z2 = � 2 ei� 2 non ? ?

Alors
�
� � 1 ei� 1 + � 2 ei� 2

�
� = jz1 + z2j = jz1j + jz2j = � 1 + � 2.

�
� � 1 ei� 1 + � 2 ei� 2

�
�2

=
"
� 1 ei� 1 + � 2 ei� 2

� �
� 1 ei� 1 + � 2 ei� 2

�
=

"
� 1 ei� 1 + � 2 ei� 2

� "
� 1 e i� 1 + � 2 e i� 2

�
.

�
� � 1 ei� 1 + � 2 ei� 2

�
�2

= � 2
1 + � 1 � 2 ei ( � 1  � 2 ) + � 2 � 1 ei ( � 2  � 1 ) + � 2

2 = � 2
1 +

�
ei ( � 1  � 2 ) + e i ( � 1  � 2 )

�
� 1 � 2 + � 2

2.

�
� � 1 ei� 1 + � 2 ei� 2

�
�2

= � 2
1 + 2 � 1 � 2 cos(� 1  � 2) + � 2

2.

De plus (� 1 + � 2)2 = � 2
1 + 2 � 1 � 2 + � 2

2.

Alors � 2
1 + 2 � 1 � 2 cos(� 1  � 2) + � 2

2 =
�
�� 1 ei� 1 + � 2 ei� 2

�
�2

= ( � 1 + � 2)2 = � 2
1 + 2 � 1 � 2 + � 2

2.

Donc 2� 1 � 2 cos(� 1  � 2) = 2 � 1 � 2. Ou � 1 � 2 cos(� 1  � 2) = � 1 � 2.

Premier cas � 1 = 0 .

Alors z1 = 0 = 0 � ei� 2 = � 1 ei� 2 et z2 = � 2 ei� 2 . Le r�esultats est montr�e car � 2 2 R, � 1 2 R+ et � 2 2 R+ .

Deuxi�eme cas � 2 = 0 .

Alors z2 = 0 = 0 � ei� 1 = � 2 ei� 1 et z1 = � 1 ei� 1 . Le r�esultats est montr�e car � 1 2 R, � 1 2 R+ et � 2 2 R+ .

Troisi�eme cas � 1 6= 0 et � 2 6= 0 .

Alors � 1 � 2 6= 0. Comme � 1 � 2 cos(� 1  � 2) = � 1 � 2 on obtient en divisant par � 1 � 2 : cos(� 1  � 2) = 1.

Donc il existe k dans Z tel que � 1  � 2 = k 2� . Alors � 1 = � 2 + k 2� donc ei� 1 = ei� 2 .

Ainsi z1 = � 1 ei� 1 et z2 = � 2 ei� 1 . Le r�esultats est montr�e car � 1 2 R, � 1 2 R+ et � 2 2 R+ .

Ceci ach�eve de montrer la propri�et�e pour r = 2.

? Supposons que la propri�et�e est vraie pour un �el�ement r de [[2; + 1 [[ et montrons la pour r + 1.

Soient z1, z2, ..., zr +1 r +1 complexes tels quejz1 + z2 + � � � + zr +1 j = jz1j + z2j + � � � + jzr +1 j. Posonss = z1 + z2 + � � � + zr .

Alors jz1 + z2 + � � � + zr + zr +1 j = js+ zr +1 j 6 jsj + jzr +1 j = jz1 + z2 + � � � + zr j + jzr +1 j 6 jz1j + jz2j + � � � + jzr j + jzr +1 j.

Or jz1 + z2 + � � � + zr +1 j = jz1 + z2 + � � � + zr + zr +1 j. Alors toutes les in�egalit�es pr�ec�edentes sont des �egalit�es.

Ce qui permet d'�ecrire que js + zr +1 j = jsj + jzr +1 j et jsj + jzr +1 j = jz1j + jz2j + � � � + jzr j + jzr +1 j.

Donc js + zr +1 j = jsj + jzr +1 j et jz1 + z2 + � � � + zn j = jsj = jz1j + jz2j + � � � + jzr j.

La premi�ere �egalit�e donne l'existence d'un r�eel � 0 et de deux r�eels positifs ou nuls � et � 0 tels que s = � e i� 0
et

zn +1 = � 0ei� 0
car la propri�et�e est vraie pour 2.

L'hypoth�ese de r�ecurrence et la seconde �egalit�e montrent qu'i l existe un r�eel � et des r�eels positifs ou nuls

� 1, � 2, ..., � r tels que 8k 2 [[1; r ]]; zk = � k ei� .

� e i� 0
= s = z1 + z2 + � � � + zr = ( � 1 + � 2 + � � � + � r ) ei� .

Alors � = j� j = j� j jei� j = j� e i� j = j(� 1 + � 2 + � � � + � r ) ei� j = j� 1 + � 2 + � � � + � r j j ei� j = j� 1 + � 2 + � � � + � r j.

Finalement � = � 1 + � 2 + � � � + � r car � 1 + � 2 + � � � + � r > 0



Alors � e i� 0
= s = z1 + z2 + � � � + zr = ( � 1 + � 2 + � � � + � r ) ei� = � e i� . Donc � e i� 0

= � e i� .

Premier cas � 6= 0.

Alors ei� 0
= ei� . Donc zr +1 = � 0ei� 0

= � 0ei� . Posons� r +1 = � 0.

Alors � 2 R, 8k 2 [[1; r + 1]] ; � k 2 R+ et 8k 2 [[1; r + 1]] ; zk = � k ei� . La r�ecurence s'ach�eve !

Deuxi�eme cas � = 0.

Alors � 1 + � 2 + � � � � r = 0. Comme � 1, � 2, ..., � r sont des r�eels positifs ou nuls :� 1 = � 2 = : : : = � r = 0.

Donc 8k 2 [[1; r ]]; zk = � k ei� = 0 = 0 � ei� 0
= � k ei� 0

. Posons� r +1 = � 0. Alors zr +1 = � 0ei� 0
= � r +1 ei� 0

.

Ainsi � 0 2 R, 8k 2 [[1; r + 1]] ; � k 2 R+ et 8k 2 [[1; r + 1]] ; zk = � k ei� 0
. La r�ecurence s'ach�eve non ?

b) AX = � X donne en particulier � x k =
nP

` =1
ak;` x ` . Rappelons que8` 2 [[1; n]]; jx ` j 6 jxk j et ak;` > 0.

Comme j� j = 1, jxk j = j� j j xk j = j� x k j =

�
�
�
�
�

nX

` =1

ak;` x `

�
�
�
�
�

6
nX

` =1

jak;` x ` j =
nX

` =1

ak;` jx ` j 6 jxk j
nX

` =1

ak;` = jxk j.

Ce qui pr�ec�ede donne alors :jxk j =

�
�
�
�
�

nX

` =1

ak;` x `

�
�
�
�
�

=
nX

` =1

jak;` x ` j =
nX

` =1

ak;` jx ` j.

c) Supposons qu'il existe un �el�ement `0 tel que jx ` 0 j < jxk j. Alors ak` 0 jx ` j < a k` 0 jxk j car ak` 0 > 0.

Ainsi
nX

` =1

ak;` jx ` j <
nX

` =1

ak;` jxk j = jxk j ce qui n'est pas. Par cons�equentjx1j = jx2j = � � � = jxn j.

Dans la suite nous poserons� = jx1j = jx2j = � � � = jxn j.

Rappelons que

�
�
�
�
�

nX

` =1

ak;` x `

�
�
�
�
�

6
nX

` =1

jak;` x ` j. Alors a) permet alors de dire qu'il existe un r�eel � et des r�eels positifs

ou nuls � 1, � 2, ..., � n tels que 8` 2 [[1; n]]; ak;` x ` = � ` ei� . Donc 8` 2 [[1; n]]; x ` =
� `

ak;`
ei� .

Comme 8` 2 [[1; n]];
� `

ak;`
> 0, 8` 2 [[1; n]]; jx ` j =

� `

ak;`
� Or 8` 2 [[1; n]]; jx ` j = � . Donc 8` 2 [[1; n]];

� `

ak;`
= � .

Par cons�equent 8` 2 [[1; n]]; x ` =
� `

ak;`
ei� = � e i� . Finalement x1 = x2 = � � � = xn .

d) Ce qui pr�ec�ede prouve alors que SEP (A; � ) � Vect
�

0

B
B
@

1
1
...
1

1

C
C
A

�
. Donc dim SEP (A; � ) 6 dim Vect

�

0

B
B
@

1
1
...
1

1

C
C
A

�
= 1.

SEP (A; � ) �etant un sous espace vectoriel de dimension au moins 1 n�ecessairement dim SEP (A; � ) = 1.

Donc SEP (A; � ) � Vect
�

0

B
B
@

1
1
...
1

1

C
C
A

�
et dim SEP (A; � ) = dim Vect

�

0

B
B
@

1
1
...
1

1

C
C
A

�
. Alors SEP (A; � ) = Vect

�

0

B
B
@

1
1
...
1

1

C
C
A

�
.

Or A

0

B
B
@

1
1
...
1

1

C
C
A =

0

B
B
@

1
1
...
1

1

C
C
A . Par cons�equent � = 1.

Si � est une valeur propre deA de module 1 :� = 1, dim SEP ( A; � ) = 1 et SEP ( A; � ) = Vect
�

0

B
B
@

1
1
...
1

1

C
C
A

�
.



Q5 Ici A appartient �a S et l'une des ses puissances �a des coe�cients strictement positifs.

Donc il existe s dans N tel que les coe�cients de As soient strictement positifs.

N�ecessairements appartient N� car A0 = I n et les coe�cients de I n ne sont pas tous strictement positifs.

Montrons par r�ecurrence que 8k 2 N� ; Ak 2 S.

C'est clair pour k = 1 car A est un �el�ement de S.

Supposons que pour unk dansN� , Ak appartienne �a S. Alors A et Ak sont deux �el�ements de S. Q1 permet d'a�rmer
que leur produit appartient �a S. Alors Ak+1 appartient �a S. Ce qui ach�eve la r�ecurrence.

8k 2 N� ; Ak 2 S donc A r est un �el�ements de S dont tous les coe�cients sont strictement positifs. Nous pouvons donc
lui appliquer le r�esultats de Q3 (et Q4...).

Soit � une valeur propre deA de module un. Il existe un �el�ements non nul X de M n; 1(C) tel que AX = � X .

Alors X 6= 0 M n; 1 (C) et A r X = � r X . De plus j� r j = j� jr = 1. � est donc une valeur propre de� r de module 1.

Q3 donne alors� r = 1 et dim SEP ( A r ; � r ) = 1.

Mieux SEP (A r ; � r ) = SEP ( A r ; 1), est la droite vectorielle engendr�ee par l'�el�ement X 0 de M n; 1(R) dont tous les
coe�cients sont �egaux �a 1.

Si X est dans SEP (A; � ), AX = � X donc A r X = � r X = X et ainsi X appartient �a SEP ( A r ; 1).

Donc SEP (A; � ) � SEP (A r ; 1). Alors dim SEP (A; � ) 6 dim SEP (A r ; 1) = 1.

Mais dim SEP (A; � ) > 1 car SEP (A; � ) n'est pas r�eduit �a f 0M n; 1 (C) g.

Alors dim SEP (A; � ) = 1 = dim SEP ( A r ; 1) = 1. Comme SEP (A; � ) � SEP (A r ; 1) : SEP (A; � ) = SEP ( A r ; 1).

Ainsi SEP (A; � ) est la droite vectorielle engendr�ee parX 0. X 0 est alors un vecteur propre deA associ�e �a la valeur
propre � . Mais commeA appartient �a S c'est aussi un vecteur propre deA associ�e �a la valeur propre 1.

Ainsi � = 1 et dim SEP ( A; 1) = 1.

Si � est une valeur propre deA de module 1 :� = 1, dim SEP ( A; � ) = 1 et SEP ( A; � ) = Vect
�

0

B
B
@

1
1
...
1

1

C
C
A

�
.



Exercice 24 N2 + Sur les valeurs propres d'une matrice stochastique niveau 2+ . ESCP 2011 2.18.

Soit n un entier sup�erieur ou �egal �a 2. On consid�ere le sous-ensembleS des matrices deM n (R) form�e des matrices A
v�eri�ant les deux propri�et�es suivantes :

i) si A = ( ak;` )16 k;` 6 n , alors ak;` > 0, pour tout ( k; ` ) 2 [[1; n]]2 ;

ii) si on note U =

0

@
1
...
1

1

A 2 M n; 1(R), alors AU = U. Formulation ESCP ! !

Les �el�ements de S sont des matricesstochastiques .

Q1. a) Montrer que le produit de deux �el�ement de S appartient �a S. Question ajout�ee

b) S est-il un sous espace vectoriel deM n (R) ?

Q2. Soit A = ( ak;` ) un �el�ement de S.

a) Montrer que 1 est valeur propre deA.

b) Soit � une valeur propre (r�eelle ou complexe) deA. Soit X 2 M n; 1(C) un vecteur propre associ�e.

En consid�erant une coordonn�ee de module maximal deX , montrer que j� j 6 1.

Q3. Soit z1; : : : ; zp, p nombres complexes (p > 2) v�eri�ant :

�
�
�
�
�

pX

k=1

zk

�
�
�
�
�

=
pX

k=1

jzk j.

Montrer qu'il existe des r�eels positifs ou nuls � 1; : : : ; � p et un r�eel � , tels que pour tout k de [[1; p]], on a :zk = � j ei� .

Question l�eg�erement modi��ee pour obtenir un r�esultat plus stan dard.

Q4. Soit � une valeur propre complexe deA telle que j� j = 1. Soit X =

0

@
x1
...

xn

1

A un vecteur propre associ�e. On pose :

jxk j = Max
` 2 [[1;n ]]

jx ` j

a) Montrer qu'il existe r 2 [[1; n]] tel que x r = �x k .

b) En d�eduire qu'il existe un entier naturel non nul q tel que � q = 1.

Remarque SoitA = ( ak;` ) un �el�ement de M n (R). PosonsU0 =

0

B
B
@

u0
1

u0
2

...
u0

n

1

C
C
A = AU .

8k 2 [[1; n]]; u0
k =

nP

` =1
ak;` � 1 =

nP

` =1
ak;` . Ainsi :

AU = U () 8 k 2 [[1; n]];
nP

` =1
ak;` = 1 .

Ce r�esultat est essentiel dans la suite.

Q1 a) Soient A = ( ak;` ) et B = ( bk;` ) deux �el�ements de S. PosonsC = AB = ( ck;` ).

8(k; `; r ) 2 [[1; n]]3; ak;r > 0 et br;` > 0 donc 8(k; ` ) 2 [[1; n]]2; ck;` =
nX

r =1

ak;r br;` > 0.

De plus CU = ABU = AU = U. Ceci ach�eve de montrer queC appartient �a S.



Le produit de deux �el�ements de S est un �el�ement de S.

b) 0M n (R) U = 0 M n; 1 (R) 6= U. Ainsi 0M n (R) n'appartient pas �a S. Alors :

S n'est pas un sous-espace vectoriel deM n (R).

Q2 a) AU = U et U 6= 0 M n; 1 (C) donc :

1 est valeur propre deA et U est un vecteur propre associ�e.

b) Soit � une valeur propre deA dans C, X =

0

B
B
@

x1

x2
...

xn

1

C
C
A un vecteur propre deA associ�e �a � et k un �el�ement de [[1 ; n]]

tel que jxk j = Max( jx1j; jx2j; : : : ; jxn j). AX = �X . La " k�eme ligne de cette �egalit�e" donne :
nX

` =1

ak;` x ` = � x k .

j� j j xk j = j� x k j =

�
�
�
�
�

nX

` =1

ak;` x `

�
�
�
�
�

6
nX

` =1

jak;` x ` j =
nX

` =1

jak;` j j x ` j =
nX

` =1

ak;` jx ` j.

Or 8` 2 [[1; n]]; jx ` j 6 jxk j et ak;` > 0. Donc 8` 2 [[1; n]]; ak;` jx ` j 6 ak;` jxk j. Alors

j� j j xk j 6
nX

` =1

ak;` jx ` j 6
nX

` =1

ak;` jxk j = jxk j
nX

` =1

ak;` = jxk j � 1 = jxk j. Ainsi j� j j xk j 6 jxk j.

Supposons quejxk j = 0. Alors Max( jx1j; jx2j; : : : ; jxn j) = 0. Donc 8` 2 [[1; n]]; jx ` j = 0 ou 8` 2 [[1; n]]; x ` = 0.

Par cons�equent X = 0 M n; 1 (C) ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre deA.

Finalement jxk j 6= 0. Alors j� j j xk j 6 jxk j et jxk j > 0. En divisant par jxk j il vient : j� j 6 1.

Si � est une valeur propre deA dans C, j� j 6 1 :

Q3 � Montrons d'abord que la condition est su�sante.

Soient r un �el�ements de [[2; + 1 [[ et z1, z2, ..., zr r complexes.

Supposons qu'il existe un r�eel� et des r�eels positifs ou nuls� 1, � 2, ..., � r tels que8k 2 [[1; r ]]; zk = � k ei� et montrons
que jz1 + z2 + � � � + zr j = jz1j + jz2j + � � � + jzr j.

jz1 + z2 + � � � + zr j =

�
�
�
�
�

rX

k=1

� k ei�

�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�

� rX

k=1

� k

�
ei�

�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�

rX

k=1

� k

�
�
�
�
�

�
�ei�

�
� =

�
�
�
�
�

rX

k=1

� k

�
�
�
�
�
� 1 =

�
�
�
�
�

rX

k=1

� k

�
�
�
�
�

=
rX

k=1

� k .

rX

k=1

jzk j =
rX

k=1

�
� � k ei�

�
� =

rX

k=1

j� k j
�
�ei�

�
� =

rX

k=1

j� k j � 1 =
rX

k=1

j� k j =
rX

k=1

� k .

Ainsi jz1 + z2 + � � � + zr j = jz1j + jz2j + � � � + jzr j.

� Montrons par r�ecurrence sur r que la condition est n�ecessaire.

? Montrons que la propri�et�e est vraie pour r = 2.

Soient z1 et z2 deux nombres complexes tels quejz1 + z2j = jz1j + jz2j.

On peut trouver deux r�eels � 1 et � 2, et deux r�eels positifs ou nuls � 1 et � 2 tels que z1 = � 1 ei� 1 et z2 = � 2 ei� 2 non ? ?

Alors
�
� � 1 ei� 1 + � 2 ei� 2

�
� = jz1 + z2j = jz1j + jz2j = � 1 + � 2.



�
� � 1 ei� 1 + � 2 ei� 2

�
�2

=
"
� 1 ei� 1 + � 2 ei� 2

� �
� 1 ei� 1 + � 2 ei� 2

�
=

"
� 1 ei� 1 + � 2 ei� 2

� "
� 1 e i� 1 + � 2 e i� 2

�
.

�
� � 1 ei� 1 + � 2 ei� 2

�
�2

= � 2
1 + � 1 � 2 ei ( � 1  � 2 ) + � 2 � 1 ei ( � 2  � 1 ) + � 2

2 = � 2
1 +

�
ei ( � 1  � 2 ) + e i ( � 1  � 2 )

�
� 1 � 2 + � 2

2.

�
� � 1 ei� 1 + � 2 ei� 2

�
�2

= � 2
1 + 2 � 1 � 2 cos(� 1  � 2) + � 2

2.

De plus (� 1 + � 2)2 = � 2
1 + 2 � 1 � 2 + � 2

2.

Alors � 2
1 + 2 � 1 � 2 cos(� 1  � 2) + � 2

2 =
�
�� 1 ei� 1 + � 2 ei� 2

�
�2

= ( � 1 + � 2)2 = � 2
1 + 2 � 1 � 2 + � 2

2.

Donc 2� 1 � 2 cos(� 1  � 2) = 2 � 1 � 2. Ou � 1 � 2 cos(� 1  � 2) = � 1 � 2.

Premier cas � 1 = 0 .

Alors z1 = 0 = 0 � ei� 2 = � 1 ei� 2 et z2 = � 2 ei� 2 . Le r�esultats est montr�e car � 2 2 R, � 1 2 R+ et � 2 2 R+ .

Deuxi�eme cas � 2 = 0 .

Alors z2 = 0 = 0 � ei� 1 = � 2 ei� 1 et z1 = � 1 ei� 1 . Le r�esultats est montr�e car � 1 2 R, � 1 2 R+ et � 2 2 R+ .

Troisi�eme cas � 1 6= 0 et � 2 6= 0 .

Alors � 1 � 2 6= 0. Comme � 1 � 2 cos(� 1  � 2) = � 1 � 2 on obtient en divisant par � 1 � 2 : cos(� 1  � 2) = 1.

Donc il existe k dans Z tel que � 1  � 2 = k 2� . Alors � 1 = � 2 + k 2� donc ei� 1 = ei� 2 .

Ainsi z1 = � 1 ei� 1 et z2 = � 2 ei� 1 . Le r�esultats est montr�e car � 1 2 R, � 1 2 R+ et � 2 2 R+ .

Ceci ach�eve de montrer la propri�et�e pour r = 2.

? Supposons que la propri�et�e est vraie pour un �el�ement r de [[2; + 1 [[ et montrons la pour r + 1.

Soient z1, z2, ..., zr +1 r +1 complexes tels quejz1 + z2 + � � � + zr +1 j = jz1j + z2j + � � � + jzr +1 j. Posonss = z1 + z2 + � � � + zr .

Alors jz1 + z2 + � � � + zr + zr +1 j = js+ zr +1 j 6 jsj + jzr +1 j = jz1 + z2 + � � � + zr j + jzr +1 j 6 jz1j + jz2j + � � � + jzr j + jzr +1 j.

Or jz1 + z2 + � � � + zr +1 j = jz1 + z2 + � � � + zr + zr +1 j. Alors toutes les in�egalit�es pr�ec�edentes sont des �egalit�es.

Ce qui permet d'�ecrire que js + zr +1 j = jsj + jzr +1 j et jsj + jzr +1 j = jz1j + jz2j + � � � + jzr j + jzr +1 j.

Donc js + zr +1 j = jsj + jzr +1 j et jz1 + z2 + � � � + zn j = jsj = jz1j + jz2j + � � � + jzr j.

La premi�ere �egalit�e donne l'existence d'un r�eel � 0 et de deux r�eels positifs ou nuls � et � 0 tels que s = � e i� 0
et

zn +1 = � 0ei� 0
car la propri�et�e est vraie pour 2.

L'hypoth�ese de r�ecurrence et la seconde �egalit�e montrent qu'i l existe un r�eel � et des r�eels positifs ou nuls

� 1, � 2, ..., � r tels que 8k 2 [[1; r ]]; zk = � k ei� .

� e i� 0
= s = z1 + z2 + � � � + zr = ( � 1 + � 2 + � � � + � r ) ei� .

Alors � = j� j = j� j jei� j = j� e i� j = j(� 1 + � 2 + � � � + � r ) ei� j = j� 1 + � 2 + � � � + � r j j ei� j = j� 1 + � 2 + � � � + � r j.

Finalement � = � 1 + � 2 + � � � + � r car � 1 + � 2 + � � � + � r est positif ou nul.

Alors � e i� 0
= s = z1 + z2 + � � � + zr = ( � 1 + � 2 + � � � + � r ) ei� = � e i� . Donc � e i� 0

= � e i� .

Premier cas � 6= 0.

Alors ei� 0
= ei� . Donc zr +1 = � 0ei� 0

= � 0ei� . Posons� r +1 = � 0.

Alors � 2 R, 8k 2 [[1; r + 1]] ; � k 2 R+ et 8k 2 [[1; r + 1]] ; zk = � k ei� . La r�ecurence s'ach�eve !

Deuxi�eme cas � = 0.

Alors � 1 + � 2 + � � � � r = 0. Comme � 1, � 2, ..., � r sont des r�eels positifs ou nuls :� 1 = � 2 = : : : = � r = 0.



Donc 8k 2 [[1; r ]]; zk = � k ei� = 0 = 0 � ei� 0
= � k ei� 0

. Posons� r +1 = � 0. Alors zr +1 = � 0ei� 0
= � r +1 ei� 0

.

Ainsi � 0 2 R, 8k 2 [[1; r + 1]] ; � k 2 R+ et 8k 2 [[1; r + 1]] ; zk = � k ei� 0
. La r�ecurence s'ach�eve non ?

Q4 a) PosonsL = f ` 2 [[1; n]] j ak;` 6= 0g. Comme
nP

` =1
ak;` = 1, il est impossible queL soit vide.

Soit r un �el�ements de L .

Nous allons montrer que8` 2 L; jx ` j = jxk j et que 8` 2 L; x ` = x r , puis nous montrerons quex r = � x k .

jxk j = j� j j xk j = j� x k j =

�
�
�
�
�

nX

` =1

ak;` x `

�
�
�
�
�

6
nX

` =1

jak;` x ` j =
nX

` =1

jak;` j j x ` j =
nX

` =1

ak;` jx ` j 6
nX

` =1

ak;` jxk j = jxk j � 1 = jxk j.

Alors les in�egalit�e pr�ec�edentes sont des �egalit�es.

Nous retiendrons que
nX

` =1

ak;` jx ` j =
nX

` =1

ak;` jxk j et

�
�
�
�
�

nX

` =1

ak;` x `

�
�
�
�
�

=
nX

` =1

jak;` x ` j et nous allons exploiter successivement

ces deux �egalit�es.
nX

` =1

ak;` jx ` j =
nX

` =1

ak;` jxk j donne
nX

` =1

�
ak;`

"
jxk j  j x ` j

� �
= 0.

De plus 8` 2 [[1; n]]; ak;` > 0 et jxk j  j x ` j > 0 donc 8` 2 [[1; n]]; ak;`
"
jxk j  j x ` j

�
> 0.

Alors
nX

` =1

�
ak;`

"
jxk j  j x ` j

� �
= 0 donne 8` 2 [[1; n]]; ak;`

"
jxk j  j x ` j

�
= 0.

Comme 8` 2 L; ak;` 6= 0 : 8` 2 L; jxk j  j x ` j = 0. Ainsi 8` 2 L; jx ` j = jxk j.

Notons que l'on a �egalement8` 2 L; jx ` j = jx r j. Rappelons que

�
�
�
�
�

nX

` =1

ak;` x `

�
�
�
�
�

=
nX

` =1

jak;` x ` j.

La question 3 permet de dire qu'il existe un r�eels� et n r�eels positifs ou nuls � 1, � 2, ..., � n tels que :

8` 2 [[1; n]]; ak;` x ` = � ` ei� .

Soit ` un �el�ement de L . x ` =
� `

ak;`
ei� . Ainsi jx ` j =

�
�
�
�

� `

ak;`
ei�

�
�
�
� =

�
�
�
�

� `

ak;`

�
�
�
�
�
� ei�

�
� =

�
�
�
�

� `

ak;`

�
�
�
� =

� `

ak;`
�

Comme r est dansL et que jx ` j = jx r j on a
� `

ak;`
=

� r

ak;r
� Alors x ` =

� `

ak;`
ei� =

� r

ak;r
ei� = x r .

Ainsi 8` 2 L; x ` = x r . Rappelons que sì est un �el�ement de [[1; n]] n'appartenant pas �a L : ak;` = 0.

Alors � x k =
nX

` =1

ak;` x ` =
X

` 2 L

ak;` x ` =
X

` 2 L

ak;` x r = x r

X

` 2 L

ak;` = x r

nX

` =1

ak;` = x r � 1 = x r

Il existe un �el�ement r de [[1; n]] tel que x r = � x k .

b) Montrons qu'il existe un �el�ement q de N� tel que � q = 1.

Remarque Dans le principe c'est assez simple. Commex r est encore une composante deX de module maximal on
peut, comme pourxk trouver x r 0 tel que x r 0 = � x r = � 2 xk . Et on recommence. CommeX un a un nombre �ni de
coordonn�ees, on �nira par retomber sur une coordonn�eexs d�ej�a obtenue et n�ecessairement non nulle. Alors il existera
q dans N� tel que xs = � q xs ce qui donnera� q = 1 . C'est ce qu'on lit "partout". Le "on �nira" me gêne un peu d'o�u
la tentative qui suit pour faire une "vraie" d�emonstration...

Raisonnons par l'absurde. Supposons donc que8q 2 N� ; � q 6= 1.

Montrons par r�ecurrence que pour tout �el�ement q de N� , il existe un �el�ement kq de [[1; n]] tel que xkq = � q xk .

� La propri�et�e est vraie pour q = 1 d'apr�es ce qui pr�ec�ede (il su�t de poser k1 = r ).



� Supposons que la propri�et�e est vraie pour un �el�el�ement q de N� et montrons la pour q + 1.

L'hypoth�ese de r�ecurrence montre qu'il existe un �el�ement kq de [[1; n]] tel que xkq = � q xk .

jxkq j = j� q xk j = j� qj j xk j = j� jq jxk j = 1 � j xk j = jxk j. Alors jxkq j = Max
16 ` 6 n

jx ` j.

Alors comme nous l'avons vu dans a) pourxk , on peut trouver un �el�ement kq+1 de [[1; n]] tel que xkq+1 = � x kq .

Ainsi xkq+1 = � x kq = � � q xk = � q+1 xk Ce qui ach�eve la r�ecurrence.

Montrons alors que les �el�ements de la suite (kq)q2 N� sont deux �a deux distincts.

Supposons qu'il existe deux �el�ementsq et q0 de N� tels que q < q0 et kq = kq0

Alors xkq = xkq0 . Donc � kq xk = � kq0 xk . Comme xk n'est pas nul, � kq = � kq0 .

Alors � kq0 kq = 1 et kq0  kq 2 N� . Ceci contredit l'hypoth�ese.

Alors la suite (kq)q2 N� est une suite index�ee parN� d'�el�ements deux �a deux distincts de [[1 ; n]] qui est un ensemble
�ni !

Ceci est donc impossible et l'hypoth�es8q 2 N� ; � q 6= 1 tombe.

Donc il existe un �el�ement q de N� tel que � q = 1.

Si � est une valeur popre deA de module 1, il existe un �el�ement q de N� tel que � q = 1.


