PROBLEME P 3

Préliminaires
Soient (.rn)aett. (Yn)nett €t (2n)nen trois suites réelles telles que:
n

VheN. z,= Z.tky,.-k .
k=0
On se propose de démontrer que, si les séries de termes généraux respectifs x, et y, sont
absohument convergentes, de somnies respectives S et ', alors la série de terme général
=, est convergente de somme SS' .
1°)Casol, Vn €N, r,20ety, 20.

a) Montrer que:

vneN,. Ezk ’(sz)(Zﬂk)izzk

k=0
b) En déduire que, si les senes 2 Zn et 3 y,. sont convergentes, de sommes respectives
Set §'. alors ¥ =, est convergente de somme SS' . '
2%)Cas général o
On suppose ici que les séries 3"z, et Iy, sont absolument convergentes, de sommes
respectizvas S et S'. On pose, pour n dans N,

ll‘n=2|rk”yn-k|- Tn"Z'xk's Zly’tl
k=0

= k=0 k=0
a) Montrer que, pour tout n dans N, | 2z, | wn . En déduire la convergence de la

. série 2: 2, . Soient Z la somme de la série de terme général z, et, pour tout n de N,

W, Zwk, Z,.—sz, Sn—z:z‘k. Sp= Zm

k=0 k=0
b) Montrer que, pour n dans N, l S,.S - 2Zn |€ T,. Wa .
¢) En déduire que Z =SS’ .

Partie I
Soit ¢ l’applcanon de R[X ] dans R[X] définie par:
VP eR[X], ¢(P)= -[P(X + 1)+ P(X)] .
Pour tout n de N, on appelle @« la restriction de ¢ & R,[X] .
1°) Soitn e N.
4 . @) Montrer que ¢, est un automorphisme du R-espace vectoriel (Rn[X],+..) .

b) Déterminer les valeurs propres de ¢, et indiquer.si ¢» est diagonalisable .
c) Montrer qu'il existe un unique élément E, de R,.}‘X ] tel que:

SIBa(X +1) + Ea(X)] = 7 .

2°) On s’intéresse maintenant aux propriétés de la suite de polynémes (Eqn)nen -
Montrer que:
a) Ep=1. h
b) VneN°*, E.(0)+ En(1)=0.
c) VneN*, E, =FE,_,.
-y (d) Montrer gue les conditions a,b,c caractérisent la suite (En)nem - (CQmtc .. J
e) Préciser E, pourn< 4.
3°).a) Montrer que, pour tout n dans N, E,(1 — X) = (~1)"Ea(X) .
b) Montrer que, pour tout p dans N°, on a Ezp(1) = E3(0) = 0 et Ezp-1(4) =
4°) Etudier les variations de E, sur [0,1] selon la parité de n ., On montrera notammant
que, pour tout p dans N*, 0 et 1 sont lwseulwracmwdesg,dans[o 1), § est la seule
racine de Ejp4) dans [0,1) et (—1)P+1E;,41(0) > 0.
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Partie II

Ponr tout 7 dans N.on gote a, = E,,(U). oil E,Vvst deétini dans la preuiere partie
s —-k

(n =AY

12)1a) Montrer que. pour tout n de N. E (X) = Z""

k=0
u-

1) En déduire que. pour tout n de N°. a, Z (n k)' .

k=V)
“c) Pronver que: VnéeN. lan i< 1.

2°) Suit f e C*(XR.R).
a) Pmm er (ue, pour tout réel x et tout entier naturel k, on a:

Eoi () fE*M (pt)dt = agpyy [f D (z+1)+ F25+D (2))+ / Eai () f** D [art)ilt

b) En déduire que. pour tout réel T et tout entier naturel n non nul. on a:
n-1

f(x) = —ff(z +1)+ fa)] + 3 Za»m{f‘”‘“’(x +1)+ fO*12)]) + Ronsa(2) -
k=0
ot l'on exprimera Ran41(z) sous la forme d'une intégrale sur [0, 1] d’une fonction faisant

intervenir f3"+1) etEy,
¢) Soient u €] — 1,1 et, pour tout ¢ dans R, f(t) = e*
+

2 20
Prouver que: T = 14 Z IR sy
k=0

d) Conclure que, pour tout u dans ] —1,1[, on a: 1+e“ = Zak u

3°)a) Montrer, en utxhsant les préliminaires, que, pour tout réel z et tout réel z de]—1.1].
92T
L Z E.(x).2"
1 1

b) En déduire que:Vt €] — = 5[» pY: +e“
n=0

probléeme, on note, pour n dans N, en = 2"E,.(§) Les nombrs én sont appelés les
nombres d'Euler .
4°)a) Prouver que, pour tout réel z , tout réel y et tout entier naturel n,on a:

Ey(z)y™~ -k
Enlz+7Y) = Z IR A
= -k}
b) Prouver que, pout tout réel z et tout entier naturel n, on a:

ex(z - )k
Ealz) = g k2:(n Y

ona:

ZZ"E,, t" . Dans la suite du

I d
Von corr(se .

Partie III rd

Soit (2, B. P) un espace probabilisé sur lequel seront définies les variables aléatoires con-
sidérées ci-dessous . : '

+20
1°)a) Vérifier que / -E-‘-z_'—:_i-te-gi existe et vaut 1. En déduire que 'application § définie
par 6(t) = est une densité de probabilité . On dira, dans la suite, qu ‘une v.a.l.

et +e -t
Y suit la lox(E si elle )admet 8 pour densité .

b) On suppose que Y suit la loi E . Déterminer la fonction de répartition Fy de Y et
représenter graphiquement Fy .
Montrer que Y admet des moments de tous les ordres . Préciser I'espérance de Y .




