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Préliminaires
Soient (r'r,)oep, (r")oerr et (;a)',611 trois sttittx reelles tellei tlue:

Vrr € N. so = I rh1n-t .

On se pro[,(]se ,te ,léTri&trer (luer si ltt series rle terttes généraux respectifs r," et ÿn sunt
ubsolruueut co[vergeutes, «le sornntes respectives § et §', alors la serie de tenne géni'ral
:r. r§t c(rllt'ergente rle §oulme §§' .

t')
a) Ilorrtrer qlle:

vn € N, Ër. < tËr.XËÿr) ( Ë*
t-0 Ê-O tr0 't-O

b) En dédrrire que, si les séries Err. et »g5 sont convergertes, de soulmes respet:tives

§ et §'. alors ! :,, est eonl'ergente de somme §S' . 
^

l'i§as qénérai; i:
On suppose ici que les series Er,, ct Ey. sont absolument convergeates; de souuues

respectives S et S' . On pose, pour z dans N, 
a

*.1 =f t"*ll y.-tl. To=flrrl, z:=flu. l. '.

l=O l-0 &-0
a) ltlontrer que, pour tout n dsns N, I z" l( ur,, . En déduire la conrærgmce de la

serie f z, . Soient Z la somrne de la serie de terue général za êt, pour 'tout n de N,
rlnarÙ

l[,,.=Ir*, Zn=Ir., §o=It., q=Ir*
&-0 &r0 l-0 t-0

b) lvlontrer que, pour n dans N, | §"§l - Zn l< ?iI} -Wo
c) En déchrire quc Z = §§' .

Partle I
Soit d I'appÊation de R[Xl dsns RIXJ dé6nie par:

vP €'Rt.xl, ôrl) =f,t w+ l) + P(x»
Pou tout n de N, on appeiie C,. la restriction de 0 à R.[X]
1o)Soitn€N
r ;b) I\lontrer gue 0r. est un Butourorphisme du R-espace vcctoriel (Rr[X], +, .) .

b) Déte,rminer leg valeurE propres de C" ct indiquer,si d'. cst diagonalisable .

c) Montrer gu'il existe ua unique étéæat En dÊ R-*fl tcl quc:

i[at*+r)+4(x»=;i-' ,

f) Oo s'intéresse maintcngnt arx propriétéa de la ruite dc pobmôoeo (4.)'eu .

lvlontr.er que:
a) Eo= 1.
b) Vz € N', 4(0) + 4(l) = () .
c) Vz € N', . D!i= E,.-t

*. fO lllontrer gu" Ë -oditià* a,b,c caractérisdnt la nrite (4,)'en . tdOrlr --- ;- 
ô) Préciser F- pour a ( 4 .

3")r) Llontrs quei pour tout n den. N, 4(1 - X) = (-l)'E (X) .' 
Ui'tvlontr.t qu", ponr tout p dons Ni, oD 8'.P4r(1i = &r(0) = 0 ct E3p-1(|) = 0 '

{n} Etudier lea variations de Eo nrr [0,1] selon ls pÊrité de n .Ou montrera notstDrDaDt

qucf pour tout p dsnE N', 0 eü I cor,t t"i seules racines de Ett,lanr [0,U, ] ot la seule

racine de Ez*t dsns [0, t! et (-t)*rEze+t(O) > 0 .
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Prouver que:

. 
Partie II

Purrf rurtr rr rLuts l§. on rl(,tr:,,D = 8,,(()). oir E,-r;t,réti1t'i,,jîr.t la llrcutièrr'1)artit'.

l')n) \krntr(rr (llt(:. potr tortt n rle N. Er.(X) = E-r*fur:'),,- 
1

lr) En rltllrrire (tue. polu tout n tle. N', ,t^ = -lf 'o
- r=,1 

(n - k)!

'c) Prortver (llle: Vn. € N. I a" i( I .

2o) srrit i e c* (R.R)
a) Prorrver (lller poru tout réel s et tottt entier natrtrel &, on a:

l,rt 
,.ro*U111,:**'r1, +t)àt= agr+r[/(2t+r)(x+1)+1t*+r)(r)]+/t Ert(t)/(2]*t)(r+al,lt

'll) 
En rléduire qlle. poru tout réel r et tout entier naturel n non nul. on a:

.f(r) = lf t, + r) + f(e)l + l,Ïazt*rt.f(2t+r)(r + 1)+;(3t+1r',11)+ R3,.'s(r) '

eir l'on l*pri*.r, Rg,,+rtrl *,[=ü forme d'une intggrale sur [0,1] d'une fonction falsant

httervenir Jr(2n+1) etgzr, .

c) Soient u €J - 1,1[et, pour tout t dans R, /(r) = eut .

Â+æ
= 

t 
=' =1*ÿor.*r.uzÈ+ll+e, ?-ËEU .\ +æ

d) Conclure que, pour tout u dars I - 1,1[, on a: * = » or'ub.'
'rvt-o

3")a) Nlontrer. en utilissnt les préliminaires, que, Pour tout réel, et tout reel z de l- l.l[.
2e" +æ

on8: fu=EEn(x).zon=0

b) En dédrrire que: vr .1 - i,àt, # = Ëor"otllt" 
. Dans la suite du

problème, on note, pour n dans N, êa = 2" E^(à\ i f* noabres er sont appeles les

nombres d'Euler.
{.)a) Prouver que, pour tout reel I , tout réel y et tout entier naturel 7}t on 8:

E (, * 3r) = i Eî(') IT;l .

"-{:o (a-k)!
b) Proriver que, po* tout réel z et tout entier naturel ,1, on 8:

E(c)=» It=o 
' uon corrl3e '

Partie III /
Soit (e, B.p) un espace probabilise sur lequel seront déûnies les nariables aléetoires con-

sidérées ci-dessous

l.)a)Véri6ern*/*#existeetwut1.Endéduirequel'application0dé6rrie
o'

par0(t)=ffi.estunedensitédeprobabiuté.ondira,dansIasrite,qu'unev.a.r.
ÿ suit üa loi E si elle admæ 0 pour densité .

b) On slppose que Y suit L bi E . Déterminer la fonction de répartition Fv de Y et

représenter graphiquement Fr .

Irlontrer quJf"aroæ des moments de tous les ordres . Préci&r I'es[Érance de ÿ '

I
*qr


