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SUJET 20

On rappelle que si (un)n>n, est une suite de réels décroissante et qui converge vers zéro, les séries de terme généraux

(—=1)"u,, et (—1)"*1u,, convergent.

On rappelle également que:Vz € R, |sinz| < |z|.

Dans ce probleme F est I’ensemble des fonctions numériques f
e continues, positives et décroissantes sur |0, +oo ;

e vérifiant t_l}inoo f(t)=0;

1
o telles que / t f(t) dt converge.
0

PARTIE 1

’ Dans toute cette partie, sauf mention du contraire, f est un élément de E.

m Montrer que 'une des hypotheses caractérisant les éléments de F est redondante.
Trouver les réels « tels que t — ¢t~ soit dans FE.

Montrer que si z est un réel strictement positif, ¢ — f(t + =) est encore un élément de E.
Soit (an)n>1 une suite croissante de réels strictement positifs telle que nEIfw a, = +oo.

Montrer que la série de terme général (—1)" f(a,) converge.

—+oo
On se propose de montrer que / f(t) sintdt converge.
0

s
a) Montrer que / f(t) sintdt converge.
0

(k+1)w (k+1)

b) Montrer que Vk € N*| / f(t) sintdt = (—1)" / f()|sint| dt.
km km
(k+1)m
¢) Calculer / |sint|dt pour tout élément k de N*.
km
(k4+1)w
d) Soit k un élément de N*. Montrer que:2 f((k+1)7) < / f(@)|sint|dt <2 f(km).
km

En déduire qu'il existe un réel a; appartenant a [k, (k + 1) 7] tel que:

(k+1) =
/k F(#) | sin ] dE = 2 F(ax).

™

nTm

Montrer alors que la suite de terme général / f(t) sintdt converge ; on pourra noter S sa limite.
s

e) Montrer que lim = 0 (on rappelle que f est décroissante).

T—+00

/ﬂ C o f@) sintar
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+oo
En déduire que /

e

+oo
f(t) sintdt et / f(t) sint dt convergent.
0

Question légérement modifiée par rapport a la correction.

2 (k+1)m (2k+1)m

f(t) sintdt :/ (f(t) = f(t+m)) sintdt.

Soit k un élément de N. Montrer que /
2km

2km

+oo
En déduire que / f@) sintdt >0
0

“+oo
Montrer que pour tout réel x strictement positif / f(t) sin(t — ) dt converge.
xr

+o0 +oo
En déduire que / f(t) costdt converge. Montrer que pour tout réel x strictement positif / f(t) costdt con-
verge. H ’

+oo
Dans la suite on pose Y €]0, +oo|, ¢y(z) = / f(¢t) sin(t — ) dt.

T

(k+1) ™ 9 [k+2)m
a) Montrer Vk € N*, / f(t)|sint|dt > f/ f(t)de.
km m

(k+1) 7w

+oo +oo
b) Montrer que / f(t) sint dt est absolument convergente si et seulement / f(t)dt est convergente.
0 T

—+o0
Trouver les réels strictement positifs « tels que / t~% sint dt soit absolument convergente.
0

PARTIE 11

f est encore ici un élément de E.

On note Sy 'ensemble des applications g de ]0, +o0o[ dans R, deux fois dérivable sur ]0, +oo[ et vérifiant
Vz €]0, +o0[, ¢"(2) + g(z) = f().
On note Sy 'ensemble des applications g de ]0, +o00[ dans R, deux fois dérivable sur |0, +oo] et vérifiant

Vz €]0, +oo[, ¢"(z) + g(x) = 0.
+o0o

a) Montrer que Vo € R**, pf(x) = cosx / f(¢t) sintdt — sinz / f(¢t) costdt.

xT xT

+oo

b) Montrer que ¢ est un élément de Sy et que lirf pr(x)=0.
T— 100

a) Montrer que Sy est un espace vectoriel sur R.

b) Soit u et v les restrictions de cos et sin & ]0, +o00[. Montrer que (u,v) est une famille libre de Sp.
On se propose de montrer que Sy est de dimension 2 et que (u,v) en est une base.

a) Soit g un élément de Sy. Montrer que g est de classe C* sur ]0, +00[.

2k+1)

Soit k un élément de N. Exprimer %) en fonction de g et g en fonction de ¢'.

b) On pose Vg € Sp, T(g) = (9(1),4'(1)). Montrer que T est linéaire.

-1 2p+1
Soit g un élément de Ker T. Montrer que Vp € N, Vz €]0, +o0[, |g(x)| < Iz = 1777 Max |g'(t)].
(2p+1)! te[i,a]
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En déduire que g est la fonction nulle.
c¢) Conclure.

a) Montrer que Sy = {¢f + Au+ pv, (A, p) € R?}

b) Montrer que ¢y est le seul élément de Sy dont la limite en +oo est 0.

On se propose de montrer que ¢ est prolongeable par continuité en 0.

N

a) x et xg sont deux réels tels que 0 < & < xo. Montrer que

sinx/:o f@) costdt‘ /01’0 t f(t)dt.

b) Soit € un réel strictement positif.

| ™

zo
Montrer que 'on peut trouver un réel xq strictement positif tel que / tf(t)dt <
0

Montrer alors que 1'on peut trouver un réel n tel que:

+o0o
vz €]0, 1], sinx/ f(@) costdt‘ <e.

Que peut-on déduire de cela ?
+oo
¢) Montrer alors que lim oy (x) = / f(t) sintdt et conclure.
r—0 0

Dans cette question on suppose que f est dérivable sur |0, +oo[ et que sa dérivée est croissante.
a) Soient x et y deux réels tels que 0 < x < y.
Vérifier que h:t — f(x +t) — f(y +t) appartient & E. En déduire que ¢ est décroissante.

b) Trouver les réels « tels que la fonction ¢t — ¢~ vérifie les hypotheses de cette question.

PARTIE III

1
Dans cette partie on pose Vt €]0, +oof, f(t) = T

Justifier tres rapidement le fait que f soit dans E.

+oo 4k —xt
t
a) Soit k un élément de N*. Montrer que le domaine de définition de By : x — / ﬁ dt est ]0, +o0].
0

—xt

+oo
b) Déterminer le domaine de définition de By : z — / ﬁ dt.
0

2
a) Montrer que Vu € R, |e" —1 —u| < % elul.

b ) En déduire, pour tout réel x €]0, +o0[, pour tout entier naturel k et pour tout réel h tel que 0 < |h| < % :
Bi(z + h) — B(x h x
i })L () + Brya1(2)| < L2|Bk+2(§)

¢) Montrer que, pour tout entier naturel k, By est dérivable sur |0, 4+o00[ et que:

Va 6]07+OO[7 B;c(l') = _BkJrl(x)
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1
d) En déduire que By est de classe C? sur ]0, +oo] et que, pour tout réel z €]0, +oo| : By (x) + Bo(x) = —-
x

1
a) Montrer, pour tout réel z €]0, +oo[: 0 < By(z) < —- En déduire la limite de By(z) lorsque x tend vers +o0.
x

+ee . o0 sin(t — x)
b) Montrer que Yz €]0, +00o[, By(x) = ¢f(x) = f(t) sin(t — x)dt = — dt.
1
e [VE At oo dt T
a) Montrer : Yz €]0, 400, e T < Bo(x) < /0 =E"- 35

b) En déduire la limite de By(x) lorsque x tend vers 0 par valeurs strictement positives.

+oo ;
sin
¢) Montrer enfin que / —bl? dt = g
0

a) By est-elle continue en 07

b) Montrer que pour tout élément x de |0, +o0 :

1 _ 1
‘Bo(x)_BO(O)’>/x1_e i dt>e‘1/x L
0 0

x x(1+1t?) 1+ ¢2

By est-elle dérivable en 0?7

PARTIE IV

Dans toute cette partie 3 est un réel strictement supérieur a 1.

L T ginw
a) Montrer que 'intégrale / - du converge.
0

u B
+o0 400 -
1
b) Montrer que Ig = / sin(t?) dt existe et vaut — / ﬂ du.
0 B Jo w7

2 T +o0 1
Montrer que 51 Ig = 3 +/ (1 —cost)(t 275 —t~2)dLt.

- 0

2
a) Montrer que Vt € R, 0 <1 —cost < 2 et Vt € R, Oglfcost§§~

+oo 1 1 1 1 +oo 1
b) Montrer que / (1 —cost)(t*ts —t72) dt‘ < 3 / (I1—tF)dt+2 / (25 —t72)dt.
0 0 1

+oo
En déduire que lim (1 —cos t)(tiﬁ% —t73)dt = 0.
B—+o0 0

¢) Donner alors un équivalent simple de I lorsque § tend vers +oc.

T sint
a) Montrer que |3 15| < / —— dt.
ot B

b) En déduire qu’il existe un réel C strictement positif et indépendant de 3 tel que |I5] < C




