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Q3 | Variante 1

n
a) AX = A X donne en particulier Az = > agex¢. Rappelons que V2 € [1,n], |z¢| < |zl
=1

n
E Qe Ty
(=1

Comme |\ = 1, |zx| = [\ |zk| = | Az | =

Ve m n
<Y lawemel = ape|ze] < okl Y ake = |zil.
=1 =1 (=1

n
. Ty
Ce qui donne : |zx| = . Alors E ape —| = 1 car z;, n’est pas nul.
Tk

£=1

n
S awea

=1

n n
X T .
Le complexe E "y, m—é a donc pour module 1. 30 € R, E Qg x—z = e,
2 k
=1 =1

n k23 n
Ty _; P Ty _;

E Qe — € W—1= E ar¢. Par conséquent : E ks <—— e — 1) =0.
Tk - — Tk

=1 £=1 =1

n
b) En prenant la partie réelle on obtient : Z ape (§Re (;U—Z e_w) - 1) = 0 (les coefficients de A sont réels).
k
=1

n
Pour tout £ dans [1,n], notons ¢, la partie réelle de Ze e ¥, Alors Z ape (tg —1) = 0.
Tt
=1

Rappelons que la partie réelle d’un complexe est inférieure ou égale & son module (z < |z| < /22 +92..).

= M < 1. Par conséquent V2 € [1,n], ¢; <1 et age > 0. Donc V£ € [1,n], age (t; — 1) < 0.

Ve € [1,n], = Tz

Ty _;
e i6
Tt

Comme Z are (bx — 1) =0:VC € [1,n], age (¢, — 1) = 0. Ainsi V¢ € [1,n], t¢ — 1 = 0 car les coefficients de A sont
=1
strictement positifs. Par conséquent V¢ € [1,n], t, = 1.

€T .
Fixons £ dans [1,n]. =t ¢~ ogt un nombre complexe de module au plus 1 dont 1a partie réelle ¢, vaut 1. Nécessairement
Ti

ce complexe vaut 1.

Ve e [1,n], ij_e e~ =1. Alors V¢ € [1,n], z¢ = e z;, (en faisant k = 1 on obtient e =1...).
!

Donc zy = 23 = -+ = z,. Alors X appartient 4 SEP (A4, 1) et donc A = 1. Mieux nous avons montré que tout vecteur
1 1
2N N . . 1 . -
propre associé & la valeur propre A donc & la valeur propre 1 est colinéaire & [ . [. Ainsi SEP (A4,1) = Vect ( : )
1 1

Si A est une valeur propre de A de module 1, A =1 et SEP (4,)) = SEP (A,1) est de dimension 1 ‘
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X Q3 V.2 f..))

b) AX = A X donne en particulier Az, = > agez¢. Rappelons que V€ € [1,n], |z < |z
=1

T

Comme |A| =1, |z} = [N |zx] = |Aai| = <

n n

n
lae Te] = are |ze| < || Z age = |Tx|.
1 =1

Ape Ty
1 1 (=

n
E QgL Ty

=1

L

Ce qui précede donne alors: || =

I ’I’L
= lagemel = ape |zel.
=1 =1
c) Supposons qu'il existe un élément £y tel que |zg,| < |2x|. Alors arg, |Te| < are, 25| car agg, > 0.
n n )
Ainsi Z age |ze] < |xg] Z axe = x| ce qui n’est pas. Par conséquent |z1] = |zg| = -+ = |z,
=1 =1

Dans la suite nous poserons p = |z1| = |za2| = -+ = |zp].

n
> arews

£=1

n .
= Z lage z¢). Alors a) permet alors de dire qu’il existe un réel 8 et des réels positifs
=1

d) Rappelons que

ou nuls py, p2, -, pn tels que V2 € [1,n], arewe = pre?. Donc VL € [1,n], z; = j—éew.
ke

Comme Y/ € [1,n], aﬁlfz_ 20,VLe[l,n], |z = ap—;- Or V¢ € [1,n], |z¢| = p. Donc V£ € [1,n], % = p.

P

Par conséquent V£ € [1,n], z; = — e =
Gky

pew. Finalement 21 =20 = -+ = z,,.

1
Ce qui précede prouve alors que SEP (A, A) C Vect ( : )
1

SEP (A, )\) étant un sous espace vectoriel de dimension au moins 1 nécessairement SEP (A4, A) = Vect ( : )

1 1
OrAf | =1":]. Par conséquent A\ = 1.
1 1

Si A est une valeur propre de A de module I, A =1 et SEP (4, ) = Vect ( : )
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