31-3- 2012 JF.C. S7p. 1

SUJET 7

o0

Dans ce probléme, on se propose de calculer un équivalent, lorsque z tend vers 17, de g anz™, ol (a,) est une suite
n=1

réelle positive, terme général d’une série divergente et a,z™ est le terme général d’une série convergente pour z € [0, 1.

La partie I étudie le cas a, = n®.

Dans la partie 11, on utilise (uniquement) le résultat (2) de la partie I pour calculer la valeur d’une intégrale, et pour
déterminer la valeur de I (1).

La partie III permet d’obtenir un équivalent de la série de terme général a, 2™ lorsque = tend vers 17, en particulier

pour a, = — et dans des situations ou les coefficients a, valent 0 ou 1.
n

PST | signifie prendre son temps pour faire propre et juste en vérifiant tout ce l'on aflirme et ceci de maniere tres

concise.

Partie 1

+0o0
Dans cette question, f est une application continue, positive de ]0, 4+-o00[ dans R telle que 'intégrale / F@)de
0

converge.
On est prié de remarquer que la fonction n’est pas définie en 01!

On suppose de plus que f est décroissante sur |0, +oo| (c’est donc la quatrieme hypothese sur f). On note h un réel
strictement positif.

a) Montrer proprement en utilisant un résultat de cours que la série de terme général f(nh) (et pas f(n)!!) est
convergente (on pourra faire intervenir ¢g: ¢ — f(th) sur [1,+o0[) | PST |

h
b) Montrer que: hf(h) < f&)de.
Jo
(n+1)h

Montrer que, pour tout élément n de N*: hf ((n - 1)h) < / F(&)dt < hf(nh).

Jnh

¢) Montrer V'encadrement suivant :
+oo +oo oo
| feasnY o< [ sma
A oy 0
(il est fortement conseillé de traiter le probléme en deux temps et avec des sommes finies).

d} En déduire que:
+0c0 0o -
lim h ‘(nh) | = ‘(¢) dt.
i, @ﬂ >> |

e) Application : Soit « un réel appartenant & U'intervalle | — 1,0]. On pose Vz €]0, +o0[, f(z).= ez
Montrer que f vérifie les hypotheses voulues.

Montrer que :
+o0
lim Z [he*”h(nh)a} =T(a+1).

h-=0+
n=1



JEC. S7p. 2
a) Soit « un élément de | — 1, +o0l.
Montrer que pour tout réel x appartenant a U'intervalle [0, 1], la série de terme général n®z™ converge.
La série converge-t-elle si z vaut 17
b) « est un élément de ] — 1,0]. En utilisant le résultat de la question T 1 e) montrer que I'on a:

+o00
Z neg® o~ MI:_(O‘ -+ 1) (1)

g1~ (1 — )t

( h = —Ingz devrait le faire, non ?)
Généralisation de la formule (1). Dans cette question, a désigne un réel strictement positif.

a) Montrer que, pour tout réel 2 appartenant & [0, 1]

00 ~+00
(1—-2) Znam” = Z (n* —(n— 1% a".
n=1 n=1

b) On suppose que « est élément de [0, 1]. Montrer que pour tout élément n de [2,4o00[ :
an® 1t <n®—(n -1 <aln—-1)2"1

(on pourra utiliser 'inégalité des accroissements finis avec ¢ — ).

+oo :
En déduire un encadrement de Z n“z" pour z dans [0, 1], puls en utilisant le résultat de la question I 2 b), montrer
n=1

que la formule (1) vaut encore | PST |
Ainsi (1) vaut pour tout réel o élément de | —1,1].

¢) { Facultatif | On suppose que o > 1. S’inspirer de ce qui précéde pour retrouver (1).

+oo
o an [la+1)
Ainsi:Va €] — 1, +00] ;n z o1 (1 = z)oti (2)

Partie 11

1
a et b sont deux réels. Etudier la convergence de / (1 — 1)t e
0

1
Dans la suite si a et b sont deux réels strictement positifs: [{a,b) = / Al R Ll (3)
0

Dans cette question a et b sont deux réels strictement positifs.

a) Etablir & l'aide d’un changement de variable simple que I(a,b) = I(b,a).
b) Prouver que I{a + 1,b) + I(a,b+ 1) = I(a,b). '
¢) Exprimer I{a,b + 1) en fonction de I{a + 1,b) (IPP propre).

d) En déduire I(a + 1,b) en fonction de I(a,b).

Montrer alors que:
ab

Ia+1,b+1) = (a+b+1)(a+0)

I{a,b).

Exprimer I{a + 2,b+ 2) en fonction de I(a,b).
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Dans toute cette question a et b sont deux éléments de [2, +ool.

“+co
Pour tout réel z de [0, 1] et pour tout réel o de ] — 1, +-00], on pose désormais g,(z) = Z nz".

n=1
a) On considére une application £ : [v,d] — R, de classe C*, et on désigne par M; le maximum de |[¢'(z)| lorsque =
décrit [, d].

Montrer que:

[

6 4 —_ Y
/ (a0 -y i) < Oy

2

(on pourra, mais ce n’est pas la seule méthode, appliquer I’inégalité de Taylor-Lagrange & une primitive de £) .
b) n est un élément de N*. Etablir que la fonction z = z®~1(1 — 2)" ! est de classe C* sur [0, 1].

En lui appliquant la formule (4) sur chacun des segments [z, Zg+1] OO T = % avec 0 < k < n -1, et en notant M,
le maximum de la valeur absolue de sa dérivée lorsque z décrit [0, 1], montrer que:

M, 1 [ty AN k b—1
|I(a'7 b) - Un| < —— ou wuy= > <1 — _>
2n ‘

n 7 n
k=

c) On admet le résultat suivant : Soient deux suites (an)nz1 et (bn)n>1 de réels positifs telles que les séries de termes
généraux ay et b, convergent.

n—1

On pose, pour tout élément n de [2, +o0[, ¢p = arbp—1 *F aaby—z + ...+ ap_1bs = 5. ap bps.
k=1
+o0 +CO +oo
o z 7 L
Alors la série de terme général ¢, converge et Z Cn = L an Z b
n=2 n=1 n=1
En déduire que pour z élément de [0, 1]:
“+o0 +o0
gafl(z.) gb—1<‘75) - umna—!-b—lxn = Z unna-kb—lxn'
n=2 =1

d) A T'aide des résultats précédents, montrer enfin que:

M,

Vo € [0,1], 1ga—1(2) go—1(x) — I{a,b) ga+b—1($‘)| <5 Gatv—2(z).

e) Déduire de ce qui précede que:

I(a,b) — L) )

Da+1b) (5)

(on pourra sans doute multiplier par (1 — 2)**! et utiliser un résultat important de la partie I).

a) En utilisant IT 2 d, montrer que la formule (5) reste valable lorsque a et b sont deux réels strictement positifs.

11 A
b) Calculer 1 (5, 5) 4 I'aide du changement de variable ¢ = sin®(z) dans la définition (3).

En déduire la valeur de T (%)

Partie 111
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+oo
Dans cette partie, on se propose de calculer un équivalent de Z a.,_lx" lorsque z tend vers 17 dans différents cas
n=1
particuliers.
+too
Soit z € [0,1[. On se propose de calculer Z —
n=1 m
AT
a) Montrer que la série de terme général — converge.
i
b) Montrer que pour tout entier naturel non nul N : Z — = —In(l—2) / T3 dt.

n=1

¢) En déduire que:

+oc 27
> —=-l(l-2z) (6

n=1
Dans cette question, on pose a, = In(n) pour tout élément n de N*,

a) Vérifier que la série de terme général In(n) z™ est convergente si z € [0, 1] et diverge pour z = 1.

b) Montrer que pour tout réel z appartenant & [0, 1]:

+00 +oo
(1-2x) Z In(n)a™ = Z: (ln(n) —1In{n — 1))@'”

¢) Montrer que pour tout élément n de [2, -too] on a:

1
S <) Il —1) € ——
<In(n) -In{n-1) < p—

d) En utilisant la formule (6), trouver un équivalent, lorsque z tend vers 17, de Z In{n)z"

Q3 | Dans cette question, on considére p un entier naturel supérieur ou égal a 2. On définit une suite (an)n>1 par:

o = { 1 ¢’ existe un entier k tel que n.= k?
" 0 sinon

n
On note enfin, pour tout entier naturel n non nul: A, = 3 «,;. Par convention, on pose 4y = 0.
i=1

a) Montrer que les séries de termes généraux a,z™ et A,z™ sont convergentes pour tout z dans [0, 1].
Sont-elles convergentes pour z = 17

b) Soit m un entier naturel non nul.

Donner la valeur de A4,, pour tout entier naturel n vérifiant m? < n < (m + 1)P.

En déduire que pour tout entier naturel n non nul, on a:
1 1
nr —1< 4, <nr.

+ oo
¢) En utilisant la formule (2), donner un équivalent lorsque z tend vers 1~ de Z Apz™.
n=1
+oo +oo
d) En calculant (1 — z) Z Apz™ pour z dans [0, 1], donner un équivalent lorsque z tend vers 17 de Z anx™.

n=1 n=1
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