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SUJET 4

On rappelle que:
—- cos définit une bijection de [0, 7] sur [—1,1].

— Y(a,b) € R?, 2cosacosb = cos(a + b) + cos(a — b).

PARTIE I
n.est un élémerit de N. Montrer que :
E(n/2)
V6 € R, cos(nd) = z C2* (cosB)" 2 (cos? § — 1)F
k=0 :

(calculer la partie réelle de (cosf + isin6)").
n-est un élément de N.

a) Montrer qu’il existe un élément T}, de R[X] et un seul tel que:

V6 € R, cos(nf) = Tp(cosb).

b) Préciser la parité de T,,. Calculer T,,(1) et T,,(—1). Donner le degré de T,,.
c¢) Expliciter Ty, 11, T3 et T5.
Montrer que, pour tout élément n de N:

Tn+2 = 2XTn+1 - Tn

(on pourra commencer par montrer que ces deux polyndmes coincident en cos6).
. i _

2n _

En déduire avec beaucoup de soin que T), admet exactement n racines réelles distinctes et que ces racines sont dans

Pintervalle | — 1, 1[.

n € N*. Montrer que si k est élément dek [[O,n — 1], yx = cos ( + kﬁ) est une racine de T5,.
n

n € N*. Préciser le maximum et le minimum de 7}, sur [-1,1]. Montrer que la fonction 7}, atteint sur {—1,1]

ses extremums en 7 + 1 points que 'on déterminera.

PARTIE 11

Dans cette partie E est I’espace vectoriel des applications continues de [-1,1] dans R.

1
u(t

Montrer que pour tout élément u de E, / 1( )t2
—1 —_

dt converge et vaut / u(cos @) db.
.

’ 1
ny f#)g(®)
Q2 | Pour tout couple (f,g) d’éléments de E on pose: ,g) = dt.
ur tout couple (f, g) pose : o(f, g) i

Montrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur E.

‘ Dans la suite nous noterons < .,. > ce produit scalaire et IV la norme associée I
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~ Dans la suite encore, F est le sous espace vectoriel de E constitué par les applications polynomiales de [-1,1] dans

R. Sin appartient & N, F, est le sous-espace de F' constitué par les applications polynémiales de [—1,1] dans R de
degré au plus n. On pourra confondre F et R[X] (resp. F,, et Ry[X])... '

On se propose, pour w dans N, de trouver ’ensemble S,, des éléments P de F' tels que:

vz € [-1,1], (1 — %) P"(2) — 2 P'(z) + w?P(z) = 0.

n est élément de N.

Montrer que (Tp,T1,--.,Ty) est une base orthogonale de F,, (on pourra poser t = cos#@ ...).

‘En déduire que si n n'est pés’ nul, T}, est orthogonal & Fy,_;.
g

Calculer la norme N(T,,) de T,,.
® est Papplication qui & tout élément P de F associe ®(P) défini(e) par

. Vz € [-1,1], ®(P)(z) = (1 — 2*)P"(z) — zP'(z).

a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de F'.

b) P est un élément de F. Préciser la dérivée de z — /1 — z% P'(z) sur | — 1, 1] (on pourra l'exprimer en fonction de
&(P)). '

c) Soit P un élément de Ker ®. Montrer proprement que P’ est nulle. Déterminer le noyau de ®.
P et () sont deux éléments de F'. Montrer que:

< ®(P),Q >=< P, 2(Q) >
(utiliser proprement Q4b)).

. n est élément de N.

a) Montrer que F,, est stable par ®. @, est l’application de F,, dans F, qui & P dans F, associe o(P).
Montrer trés simplement que ®,, est un endomorphisme diagonalisable de ‘F,.

b) Ici n n’est pas nul. Montrer que si P est élément de Fy, il existe un réel A tel qﬁe’: b, (P)+ AP € F, .
Montrer que si de plus P est orthogonal & Fy,_; alors il en est de méme pour &,(P) 4+ AP.

Montrer dans ce cas que: ®,(P) + AP =0. ‘

¢) Montrer que pour tout élément n de N, ®,(T,) + n*T, = ®(T,,) + n?T,, = 0.

n est dans N. Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de &,,.

Répondre au probleme posé.

PARTIE IIT

Dans cette partie n est un élément de N*. On rappelle que, pour tout élément &k de [0,n — 1] yi = cos (21 + kz),
n n

que Yo, Y1, .., Yn—1 sont les zéros de T}, et que (To,T1,...,Tnh—1) est une base de F,_; donc de R,_1[X]... -
On rappelle encore que pour tout élément k de N et tout réel 8, Ty(cos8) = cos(k 9)

a et b sont deux réels. On suppose que b n’est pas un multiple de 27. Montrer que:

- ' n — 1)b\ sin(bn/2
2 cos(at kb) = cos ((“( 2 ) ) Ssixf(b/é))'

k=0
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. n-—1 n—1
Montrer que si r appartient a [1,n — 1], Z T, (yg) = 0. Calculer Z To(yx)-
. k=0 , k=0

«

1 . n—1 :
T.(¢) .. =«
Montrer que pour tout élément r de [0,n — 1] : / ——=dt = — T (yr).

Soit P un élément de R,,—;[X]. En utilisant la base (T, 71, -, Tp-1) de R,—1[X], montrer que:

YPH .,
[1 mdt_ - ;‘;0 P(yg).

Montrer -que la formule précédente vaut encore pour les éléments de Ryy,—1[X] (on pourra prendre un élément
de cet ensemble et faire la division euclidienne par T},).

PARTIE VI

n appartient a N*. f est un élément de E que l'on se propose d’approximer & partir de ses valeurs en n points xg, =1,
sy -1 deux & deux distincts de [—1,1].
Pout tout g élément de E on pose:|lgll = Sup |g(t)] = Max |g(t)|. Montrer rapidement que Pon définit ainsi

te[—1,1] t€[-1,1]
une norme sur F.

On pose: VP € Ry_1[X], $(P) = (P(x0), P(®1), ..., P(zn_1)).

Montrer que v est un isomorphisme de R,—1[X] sur R™.

En déduire qu'’il existe un élément Py de R,,_1[X] et un seul tel que:Vk € [0,n — 1], Ps(zx) = f(zx).

On se propose de trouver un majorant de ||f — Pr]|.

On suppose dans cette question que f est de classe ™ sur [-1,1].

On pose alors Vt € [—1,1], h(t) = f(t) — P¢(t) — AU(t) ot A est un réel et U = (X — z9)(X - x1) (X — Zpo1).
a) Montrer que h est de classe C" sur [—1,1] et que:

R = £ _ A pl,

b) On z dans [~1,1] — {20, 21,...,Zn_1}. Montrer que I'on peut trouver A tel que h(m) = 0. A étant ainsi
choisi, montrer en itérant le théoréme de Rolle que Pon peut trouver un élément de ] —1,1[ qui annule h(™,
Fn déduire que: ! ‘
()
s €] = L1], F(@) - Py(z) = 1) grq.

Montrer qu’il en est encore ainsi si z appartient & Lo, L1y.v-yTpn—-17-
’ ’ )

Déduire de ce qui précede que:
1
If = Frll < — 1A

11 est alors normal d’essayer de choisir les points o, 1, ..., Zn—1 de maniére & ce que ||U|| soit minimum pour
réduire l’erreur que ’on commet en remplagant f par Pr. ‘

Observons que U est de degré n et unitaire.

~ 1 ) ’ ~
a) Montrer que T, = =) T, est également unitaire et de degré n. Préciser ||T,l.
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b) Soit P un élément de R,[X] de degré n et unitaire. On suppose que: || P|| < (1/2"71).
Utiliser le théoreme des valeurs intermédiaires pour montrer que P — fZA“n admet au moins n zéros dans [~1,1].
En déduire que P = T, (1) et donc quer Pl > | Tl
c¢) Répondre au probléme posé.

On suppose ici, et dans toute la suite, que Vk € [0,n — 1], z¢ = yr = co8 (2— + k— ) et que f est de classe C™
“sur [-1,1]. :

a) Montrer que:
£

If =Pyl < i
b) Montrer que :
: 1 n—1
Py (t) m
dt = — .
/_ e R DL

¢) Montrer que:
iON < T
i/ vieg Z S 2rTnl

k

z.
k

WM%‘

-Ic1Vm6 ~1,1], flz) =" =

On se propose de montrer que f est mieux approché par Py que par S, = Z ] X*.
k=0

1 :
a) Montrer que ey < ||f — Py £ - (on pourra revenir & Q3'b)).

€
nl2n—1
1 n+42
<If=Snll ¢ ——— 22—

b) Montrer que
¢) Morale 7
» On suppose ici f de classe C2" sur [~1,1). U= (X —yo)(X — 1)+ (X — yn—1)-

a) S’inspirer de Q3. pour montrer qu;il existe un élément Q¢ de Rop—1[X] et un seul tel que:

vk € [0,n - 11, Qs (yr) = fyr) et Q(yr) = f'(ur).

b) Montrer que pour tout élément z de [—1,1]:
[EAGRIIE
(2n)!

(S’inspirer de Q3; fixer = et considérer £(t) = f(t) — Q¢(t) — BU(t); choisir B pour que o(z) :O, considérer le
nombre de zéros que l'on peut donner a £')

I(f = Qp)@)] < U?(x).

¢) Montrer que:

Q 71' n—1
\/é%df = ;} flyr).

Montrer que:

L) | 2r )|
‘/ Vi ”_Zf l\z%(zn)x'
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